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Resumo 
Esta dissertação foi concebida com o objectivo de obter o grau de Mestre em Matemática para 
Professores, pela Universidade de Lisboa. 
Através deste estudo pretende-se fazer uma análise transversal do uso dos auxiliares de cálculo nos 
programas curriculares para o ensino da Matemática desde a implantação da República até à 
actualidade. 
Começando por descrever, ainda que sumariamente, os recursos materiais usados ao longo da História 
para apoio nos cálculos matemáticos, analisa-se a presença e evolução de materiais manipuláveis e 
tecnologias no ensino da matemática, desde 1910 até à data, tendo em atenção a forma e a razão do 
seu uso. 
Apresentam-se alguns apontamentos ilustrativos dos maiores ou menores benefícios destes recursos, 
tendo em conta o contexto de utilização e os problemas gerados por um uso indevido. Analisam-se 
também vários exemplos ilustrativos de situações dúbias, que suscitam um contraponto entre o método 
“antigo” e o método “moderno” (com recurso à calculadora/computador), situações estas que se 
apresentam como falhas da máquina mas que podem e devem ser tratadas de modo a permitir 
despertar nos alunos o seu espírito crítico.  
 
Palavras-chave: Auxiliares de cálculo; Tecnologias; Ensino da Matemática; Programas curriculares. 
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Abstract 
This Dissertation was written in order to obtain the Master Degree in Mathematics for Teachers by the 
University of Lisbon.  
This essay aims to perform a transversal analysis of the use of calculation aids in curricular programs for 
the teaching of Mathematics from the inception of the Republic through to present day. 
Starting by describing, albeit summarily, the material resources utilized throughout History to aid in 
mathematical calculations, the presence and evolution of “hands on” materials and technologies in the 
teaching of Mathematics is analyzed, from 1910 to this date, taking into account its form and raison 
d´être. 
Some highlights are presented showing the greater, and lesser, benefits of these resources, bearing in 
mind the usage context and the misusage generated problems. Several instances of dubious situations 
are also analyzed, raising a counterpoint between the “old” method and the “modern” method (with 
recourse to the use of a calculator/computer), said situations presented as machine failures but that can 
and should be treated in such a way to allow the birth of critical thought in students. 
 
Keywords: Calculation aid; Technologies; Teaching of Mathematics; Curricular programs. 
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Introdução 
 
Esta dissertação é fruto da curiosidade em conhecer mais, em alargar horizontes e aprender algo mais 
que me ajude a ser uma pessoa mais completa. Nesse sentido, como docente do 3ºciclo do Ensino 
Básico e Secundário, senti necessidade de saber um pouco mais acerca de um tema que me interessa e 
que sei que irá beneficiar os meus alunos: auxiliares de cálculo. A realidade com que me deparo hoje em 
dia, observações feitas por alunos nas aulas, questões colocadas, interpretações erradas ou, 
simplesmente, falta de prática em explorar problemas e procurar soluções, levam-me a procurar formas 
desmistificar essa ideia generalizada de que a Matemática é ‘difícil demais’. As linhas orientadoras para 
este trabalho originaram da necessidade de reflectir sobre o passado e estudar o presente, de modo a 
poder ter práticas mais adequadas no futuro. 
Em primeiro lugar, faço um estudo dos auxiliares de cálculo mais conhecidos ao longo da História, desde 
tempos remotos até ao séc. XXI, tendo em atenção as suas características essenciais e a aplicabilidade 
do seu uso nos dias actuais. Considero importante saber de onde partimos e que recursos temos 
disponíveis. Apesar de ainda se usarem métodos e auxiliares de cálculo tradicionais, a cada dia que 
passa as novas tecnologias vão adquirindo mais relevância na vida das pessoas e a sua acção no meio 
social tem vindo a aumentar rapidamente. No entanto, a sua utilização no campo do ensino tem gerado 
grandes controvérsias, nomeadamente no que respeita à sua influência na aprendizagem da aritmética 
elementar e ao comprometimento da destreza de cálculo. Também o carácter experimental que as 
calculadoras e computadores emprestam à Matemática suscita grandes reservas.  
Pretendo neste trabalho contribuir para uma reflexão sobre este tema promovendo uma caminhada ao 
longo dos últimos cem anos de ensino da matemática em Portugal. Para tal, transcrevo e analiso 
passagens de documentos oficiais que documentam a utilização de auxiliares de cálculo ao longo dos 
anos nos currículos de Matemática e cito reflexões de especialistas que evidenciam correntes contra e a 
favor. 
A minha experiência como docente a trabalhar com alunos com muito baixa motivação para a 
Matemática, evidencia como as novas tecnologias podem tornar-se ferramentas essenciais. Mas a sua 
utilização deve ter em conta as situações dúbias a que um método com características experimentais 
pode conduzir. Estas situações são ilustradas com alguns exemplos relativos a temas curriculares 
específicos, tendo em conta os recursos mais utilizados nas escolas básicas e secundárias. 
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Ao longo do trabalho atrevo-me a exprimir algumas reflexões pessoais, fruto do meu passado como 
aluna e da actividade docente que tenho desenvolvido, na esperança de contribuir para uma visão mais 
objectiva da exploração dos meios auxiliares de que hoje dispomos para o ensino da Matemática. 
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CAP I – Auxiliares de cálculo ao longo da História 
 
A concepção de auxiliares de cálculo acompanhou o homem ao longo da história. Os constantes desafios 
colocados pelos avanços da ciência foram o ponto de partida para o desenvolvimento de novas ideias e 
novos materiais que pudessem optimizar os processos de resolução de problemas e de obtenção de 
soluções.  
Neste capítulo iremos abordar resumidamente os mais marcantes auxiliares de cálculo que foram 
surgindo, contextualizando-os no espaço e no tempo, e explicando um pouco do seu modo de 
funcionamento. Começando pelos dedos da mão, passando pelos pequenos objectos e pelos entalhes 
em madeira, chegamos aos diferentes tipos de ábaco e, daí, aos ossos de Neper e às réguas de Genaille-
Lucas. Para terminar esta pequena viagem, exploramos um pouco a régua de cálculo para, no próximo 
capítulo, abordarmos mais detalhadamente a calculadora e o computador, ferramentas mais recentes, 
mais potentes e fortemente disseminadas no ensino da matemática nos dias actuais. 
 
1. Os primórdios 
“ O Homem de há muitos milénios era incapaz de contar, de conceber os números em si 
mesmos. Talvez soubesse distinguir o um, o par e o muitos… Mas, não é necessário saber 
contar como nós para ser capaz de encontrar e transmitir a data de uma cerimónia ou de 
constatar que os carneiros, cabras e bois que saíram de manhã voltaram todos bem pela 
noite.” (Ifrah, 1997)  
 
Através das evidências dos sistemas de contagem existentes no mundo, os historiadores da matemática 
especulam que a forma de contar evoluiu segundo três grandes etapas: a primeira, e mais rudimentar, 
consiste em emparelhar os objectos a contar com outros objectos mais pequenos, pedrinhas, por 
exemplo, formando uma correspondência um-para-um. Esta etapa deu origem à segunda, um sistema 
de contagem arcaico, por exemplo o que utiliza partes do corpo, sendo uma contagem concreta e 
limitada. Em terceiro e último lugar, está a contagem abstracta, que usamos nos nossos dias (Besserat, 
2002). 
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1.1. A mão e o corpo 
Segundo Williams (1997), o sistema mais antigo de enumeração é a contagem digital, utilizada por todos 
os povos independentemente do continente que habitavam. No início, encontramos a contagem 
elementar até 5, com uma mão, depois 10, usando as duas, e chegando até 20, ao se juntar os dedos 
dos pés. Com a evolução do Homem, formas cada vez mais engenhosas de usar partes do corpo humano 
para auxiliar contagens foram surgindo, permitindo aos povos egípcios, romanos, árabes e cristãos do 
Ocidente medieval a concretização dos números de 1 até 9.999. Já os chineses, conseguiam contar até 
10 mil milhões, usando apenas ambas as mãos. Esta técnica é descrita numa obra de cálculo publicada 
em 1593, Suan Fa Ton Zong, tendo-se mantido até aos nossos dias (Ifrah, 1997).  
As partes do corpo não eram usadas somente na enumeração, mas também como auxiliar de cálculo, e 
ainda encontramos hoje quem saiba efectuar multiplicações com os dedos das mãos, sem recurso a 
qualquer outro artifício. Algumas destas técnicas são ensinadas nas nossas escolas, nas aulas ou nos 
clubes de Matemática, como método alternativo ou mais lúdico de efectuar multiplicações, sendo a 
mais conhecida a que permite obter a tabuada do nove. Esta consiste em numerar mentalmente e 
sequencialmente os dedos das mãos de 1 até 10, dobrar o dedo correspondente ao número pelo qual se 
quer multiplicar o nove e ler o resultado através da quantidade de dedos à esquerda do dedo dobrado 
(dezenas) e à direita (unidades). A contagem pelos dedos é também usada nas primeiras fases de 
ensino, quando o concreto é muito importante, ou mais tarde, quando o aluno revela maiores 
dificuldades de aprendizagem. 
 
1.2. Os entalhes (35 000 – 20 000 a.C.) 
Contemporâneas da mão, mas exteriores ao corpo humano, as mais antigas “máquinas de calcular” 
remontam a 30.000 anos de idade. São achados arqueológicos do Paleolítico Superior: ossos de animais 
com uma ou mais séries de entalhes, tendo como objectivo o tipo de contagem mais rudimentar – a 
cada entalhe fazia-se corresponder uma unidade. Também em grutas no Líbano e na Jordânia, habitadas 
por caçadores no Paleolítico (c. 15 000 – 10 000 a.C) foram encontrados ossos marcados (Besserat, 
2002).  
A origem desta técnica perde-se no tempo, mas a sua durabilidade é fascinante, pois ainda nos nossos 
dias os alunos das escolas a usam para iniciar os seus estudos estatísticos e os escrutinadores das mesas 
eleitorais se servem dela para contar o número de votantes em cada mesa de voto.  
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Encontramos estas incisões não só em ossos como em paredes rochosas de cavernas pré-históricas e em 
pedaços de madeira de pastores, como se pode ver na figura 1 (com a respectiva legenda descritiva), 
que retrata uma colecção de instrumentos de contagem utilizados pelos camponeses dos Alpes Suíços. 
 
Fig. 1 – Talhas dos Alpes, Swiss Alpine Museum, colecção permanente, 1º andar (2009). 
 
1. Talha de Blattiberg (Lauenen BE), 1786/1815. Frente: nome do guardião; Trás: entalhes para os direitos sobre as vacas. (Há 
87 direitos (sobre as vacas) divididos por 23 proprietários). 
2. Talha de Hinterschneit (Saanen BE), 1778. 
3. Talha de Langenlauenen (Lauenen BE), 1754/1792/1823. 
4. Talhas. Os entalhes indicam os direitos sobre as vacas e as duas partes (uma do camponês e a outra da corporação) têm de 
corresponder para a talha ser válida. 
5. Caixa para talhas, 1766. 
6. Talha dupla de Blümatt (Turtmann VS), 1893. 
7. Talha de ovelhas de Visperterminen VS, pré 1913. As marcas nas orelhas de pele correspondem às das orelhas das ovelhas 
reais.  
8. Talhas, em pele, de ovelhas, de Lourtier (Bagnes VS), pré 1916. (Marcas de identificação para ovelhas). 
9. Talhas de ovelhas de Grindelwald, BE, pré 1916. 
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As incisões em barras de madeira foram também usadas como de nota de crédito. Um exemplo são as 
talhas dos arquivos do Parlamento Britânico, em uso desde o séc. XII até 1826, comummente 
denominadas Tally Sticks1, que funcionavam como recibos: os entalhes indicavam a quantia paga. Eram 
usados pelos contabilistas e oficiais que controlavam as contas da Coroa Inglesa, sendo uma prova física 
dos pagamentos efectuados ao Tesouro – o Exchequer.  
A razão para este nome tão singular, Exchequer, está descrita no Diccionário Enciclopedico Hispano-
Americano (1887)2, juntamente com uma pequena descrição de como eram efectuadas as operações 
relativas às contas públicas. Consta que as contas ou operações aritméticas concernentes aos reis de 
Inglaterra, antes da conquista pelos normandos, se calculavam por meio de fichas – normalmente 
moedas – dispostas em filas paralelas como num ábaco. Aquando da conquista, as operações faziam-se 
sobre uma mesa chamada scaccarium ou scaccharium. Esta mesa estava coberta com um pano cheio de 
riscas que formavam uma quadriculada, casas ou caixas. A risca inferior representava os pennies; a 
segunda, dezenas de pennies ou seja, shillings; a terceira, vintenas de shillings ou seja, libras; a quarta 
dezenas de libras; a quinta, centenas de libras; a sexta milhares e assim sucessivamente. Como estas 
riscas formam um quadriculado, chamado em inglês de chequers, e serviam para fazer as contas, 
chamou-se em Inglaterra Exchequer ao Tribunal de Contas, e, por extensão, ao erário público. 
No tratado “Dialogue of the Exchequer”3, encontramos uma descrição pormenorizada dos Tally Sticks e 
das regras para efectuar as incisões: " The length of an ordinary tally is from the top of the forefinger to 
the top of the extended thumb (…)The incision, moreover, is made in this way: At the top [of the tally] 
they put 1000£, in such way that its notch has the thickness of the palm; 100£, of the thumb; 20£, of the 
ear [little finger];  the notch of one pound, about of a swelling grain of barley; but that of a shilling, in 
such wise, nevertheless, that, a space being cleared out by cutting, a moderate furrow shall be made 
there; the penny is marked by the incision being made, but no wood being cut away.(…) Thus, therefore, 
both, the arrangement of the positions and the difference of cut, determines what is gold and what is 
silver.” 
[O comprimento de um tally usual é desde a ponta do dedo indicador até à ponta do polegar, quando 
esticado (…) A incisão é feita da seguinte forma: No topo coloca-se os milhares de libras, de forma a que 
o entalhe fique com a grossura de uma mão; as centenas, a do polegar; as vintenas, a do dedo 
                                                            
1  ‘Tally’ significa simultaneamente “entalhe” e “emparelhar, fazer corresponder”. 
2  Consultado em http://www.escolar.com/Enciclopedia/TomoI/Tomo-I-Pag-55.html em 15 de Agosto de 2011, 
com tradução da autora. 
3  Consultado em http://avalon.law.yale.edu/medieval/excheq.asp#b1p1 em de 30 Junho de 2011. 
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mindinho; o de uma libra, aproximadamente a de um grão de cevada inchado; a de um shilling, de tal 
modo, porém, que o sulco feito seja moderado; a moeda de um centavo é marcado apenas por uma 
incisão, não sendo retirado nenhum pedaço de madeira. (…) A disposição das posições e a diferença no 
corte determina o que é ouro e o que é prata.] 
Reparando na figura 2, podemos verificar que a parte 
superior de alguns paus está partida. Os entalhes 
eram feitos usando todo o pedaço, sendo 
posteriormente dividido longitudinalmente, 
pertencendo a parte mais curta ao Tesouro e a mais 
longa ao pagador. Quando havia auditorias, os dois 
pedaços eram unidos para verificar se havia 
correspondência. Este método continuou a ser usado 
até 1826, altura em que foi finalmente substituído 
pela pena e papel. Havendo gravações em 
gigantescos pedaços de madeira, representando 
grandes somas de dinheiro e muitas talhas 
armazenadas, foi decidido que seriam destruídas. Ao serem queimadas num fogão na Câmara dos 
Lordes, atearam fogo ao soalho e assim ardeu a Câmara dos Lordes e Câmara dos Comuns em 1834.  
As duplas talhas, ainda usadas em 1900 um pouco por toda a Europa, eram muito semelhantes às 
referidas anteriormente. A incisão era feita simultaneamente em dois paus de madeira, ficando uma 
para o credor e outra para o devedor, e eram consideradas uma nota de crédito tão segura como os 
métodos que empregamos hoje em dia. Citando Georges Ifrah (1997, p.130): 
 “ Na França, Alemanha, Suíça e em todos os países escandinavos, esses mesmos bastões serviam ainda 
no início do século passado (séc. XIX), nos mercados públicos, como instrumento de compra a crédito.”  
“… a prática da dupla talha para conservar todo o débito cujo arranjo é deferido até uma data posterior 
encontra-se em qualquer época e quase por toda a parte do mundo” 
Refinando o método, estes bastões eram marcados com um símbolo que atestava o título de 
propriedade. Cada família tinha o seu símbolo e era considerado crime a marca de uma família no 
bastão de outra. Exemplares destas talhas podem ser encontrados em vários museus: talhas 
representando dívidas ou como forma de controlar o usufruto de certo bem, talhas de capitais, talhas de 
Fig. 2 – Tally sticks  
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leite, talhas de pasto, talhas de débito de águas e talhas de rolagem (para controlar os turnos dos 
trabalhadores – quem faz o quê e quando).  
 
1.3. Os calculi (IX – III milénio a.C.)  
Assim como os entalhes, também os montes de pedras fizeram sucesso. Permitiam a contagem, cálculos 
simples (não só adicionar, como nos entalhes, mas também subtrair) e deram origem aos ábacos, 
quadros de contas usados para efectuar operações ainda antes da época em que os algarismos foram 
conhecidos. 
 Segundo Ifrah (1997, p.191), “a palavra cálculo provém do latim calculus (plural: calculi), que quer dizer 
“pedra” e, por extensão, “bola”, “ficha” e “peão”. Constituindo um derivado de calx, calcis, o próprio 
termo latino é, sem dúvida, um empréstimo do grego antigo khaliks, que significava “pedra” (…) Como os 
gregos e os romanos ensinavam os seus filhos a contar e a efectuar cálculos com o auxílio de pedrinhas, 
bolas, fichas e peões e até mesmo pedras de cal, a palavra veio finalmente a designar qualquer uma das 
operações aritméticas elementares – adição, subtracção, multiplicação e divisão.”  
Junto com as pedrinhas, vieram os pauzinhos, os grãos, materiais de uso comum e, por volta do IV 
milénio a.C., a ideia de associar cada forma a uma quantidade diferente. Para se adequar ao sistema 
decimal, perto do Golfo Arábico-Pérsico, associou-se um pauzinho para uma unidade, uma bilha para 
uma dezena, uma esfera para uma centena e assim sucessivamente. Para o sistema sexagesimal da 
baixa Mesopotâmia, associou-se um cone para a unidade, uma bilha para a dezena, um cone grande 
para o sessenta, um cone grande perfurado para o seiscentos, uma esfera para o três mil e seiscentos,e 
por aí adiante. A estes objectos, utilizados para contagem e operações, dava-se o nome de calculi. 
Estes calculi foram encontrados desde a segunda metade do IV milénio a.C. em Elam e desapareceram 
da maioria dos sítios mesopotâmicos no final III milénio a.C., tendo sido substituídos pelas suas 
representações simbólicas (Besserat, 2002) e, mais tarde, por volta de 2700 a.C., pelos algarismos 
cuneiformes sumérios, já sem grande semelhança com a peça concreta original. Com o surgimento dos 
algarismos, apareceram algumas dificuldades nas operações, pois os grafismos usados destinavam-se 
apenas a reproduzir o resultado de cálculos já efectuados. Para superar esta dificuldade, surgiu o Ábaco.  
No entanto, a utilização destes calculi subsistiu até aos nossos dias: ainda utilizamos nas escolas 
materiais de contagem, as chamadas Colecções de Contagem, em conjunto com o ábaco e com toda 
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uma diversidade de materiais manipuláveis para ajudar ao cálculo, tal como a calculadora multibásica de 
Nabais ou o material de Cuisenaire, os quais abordaremos num capítulo posterior.  
 
2. O ábaco  
“Por ábaco, entende-se um instrumento que permite efectuar as quatro operações 
fundamentais com números inteiros positivos e com fracções simples, até ordens de grandeza 
praticamente ilimitadas, e no qual o conceito de numeração posicional é inconscientemente 
antecipado, sem que, todavia, ela venha a ser aplicada na numeração escrita.”   
(Ábaco, Enciclopédia Einaudi, 1989) 
A palavra abacus deriva, provavelmente através da sua forma grega abakos, de uma palavra Hebraica 
ibeq - “limpar o pó”; substantivo abaq, “pó”. (Abacus, Encyclopædia Britannica, 2011). 
Este instrumento, cujas origens remontam ao III milénio a.C., manteve-se em uso até ao séc. XX e teve a 
sua época áurea entre os sécs. XIII e XVIII, tendo sido um elemento essencial para a melhoria da 
destreza e rapidez de cálculo em variadas partes do globo. As versões mais antigas são usualmente 
compostas por uma mesa e fichas soltas, tendo evoluído para versões mais práticas que já apresentam 
as contas enfiadas em varetas e um tamanho muito mais reduzido, permitindo uma melhor 
manipulação e, consequentemente, maior rapidez e precisão nos cálculos.  
Iremos fazer uma breve passagem pelas várias etapas evolutivas do ábaco, desde os Sumérios, 
Babilónios, Egípcios, do ábaco de pó, dos Gregos e Romanos, passando pelo curioso ábaco Maia  
nepohualtzintzin  da América do Sul, um instrumento completamente diferente dos outros ábacos 
estudados, pelo ábaco indiano, pelo suan-pan chinês, pelo soroban japonês e pelo schoty russo, muito 
semelhantes entre si. No entanto, segundo Eves (1969), há um maior grau de incerteza ao datar as 
descobertas feitas no antigo oriente, nomeadamente devido aos materiais utilizados para a escrita. Os 
chineses e os indianos, utilizavam materiais rapidamente degradáveis como o bambu e casca de árvore, 
o que pode levar a que registos mais antigos tenham sido destruídos pelo tempo, enquanto os 
babilónios usavam materiais perenes, tais como barro cozido e os egípcios usavam pedra e papiro 
(preservado pelo clima seco da região). 
Até à utilização generalizada dos algoritmos de cálculo, estes ábacos foram os instrumentos de eleição 
da humanidade para a realização de cálculos. 
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2.1.  Sumérios e Babilónios (2700/2300 a.C. - II milénio a.C.) 
Relativamente ao ábaco sumério, não foram encontrados, até à data, registos directos.  Acerca da sua 
forma ou composição, pode supor-se que teria uma base de argila ou madeira. “Devia consistir num 
quadro no qual colunas sucessivas, traçadas inicialmente, delimitavam as ordens de unidades 
consecutivas do sistema sexagesimal.” (Ifrah, 1997, p.250). Este sistema, por funcionar em base 60, 
exigia a memorização de 60 símbolos diferentes, o que levou a que a dezena fosse utilizada como base 
auxiliar. Este mesmo autor chegou à conclusão que “ … o ábaco existiu na Mesopotâmia, e mesmo 
coexistiu com o sistema arcaico dos calculi, muito provavelmente durante quase todo o III milénio a.C. 
Consistiu numa tabuleta de madeira na qual as divisões correspondiam exactamente à estrutura 
matemática do sistema sexagesimal sumério, traçadas inicialmente, delimitando assim, coluna por 
coluna, cada uma das ordens de unidades dessa numeração (…). As peças de contagem eram finas lascas 
de madeira ou junco (…)”. Estes ábacos eram “operados” por abacistas profissionais, respeitados por 
toda a comunidade como detentores de um saber acessível a muito poucos.   
Entretanto, teve início o domínio babilónico da Mesopotâmia. O sistema de contagem sumério 
manteve-se durante algum tempo, mas o sistema decimal assírio-babilónico foi ganhando terreno, 
acabando por se implantar definitivamente por volta do séc. XV a.C. (Ifrah, 1997). Para auxiliar nos 
cálculos mais complexos, o primeiro ábaco babilónico foi certamente construído numa pedra lisa 
coberta por areia ou pó, evoluindo depois para tábuas de argila fresca. Aqui, em lugar de utilizar bilhas 
ou palitinhos, imprimem-se os algarismos cuneiformes no interior de colunas sucessivas, definindo 
tantas colunas quantas as ordens de grandeza do resultado. Os cálculos são efectuados por 
apagamentos sucessivos destes algarismos à medida que os resultados parciais das operações são 
obtidos, dando origem assim a uma nova versão do ábaco mesopotâmico. Os babilónios utilizavam este 
ábaco em 2700 – 2300 a.C. (Ifrah, 2001). No início, o seu uso não foi exclusivo, mas sim complementado 
com o ábaco sumério de base sexagesimal nas matérias mais eruditas, como a Astronomia. Os sábios 
babilónios usavam, em 1900 - 1800 a.C., um sistema de grafia cuneiforme, numa base sexagesimal de 
numeração posicional, a mais antiga por nós conhecida. Foram eles que utilizaram o primeiro zero 
conhecido da história, para denotar ausência de unidades sexagesimais de uma certa espécie. No 
entanto, este zero não era concebido como um número. 
Para não terem necessidade de memorizar resultados, permitindo maior celeridade nas multiplicações 
mais complexas, os abacistas, desde o II milénio a.C., utilizavam tábuas de multiplicação. Construídas em 
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argila ou madeira, na sua generalidade, nelas estão gravados os produtos de um número natural menor 
que 60 por outro, começando pelos vinte primeiros números naturais e depois 30, 40, 50.  
As mais antigas tábuas de multiplicação encontradas até à data são de Susa, datando da 1ª metade do II 
milénio a.C e podem ser observadas no Museu do Louvre, em Paris. Para os números de 1 a 59 existiam 
também tabuletas de quadrados, raízes quadradas, raízes cúbicas, inversos e exponenciais. Um destes 
exemplares está representado na figura 3. 
A figura 4 ilustra uma das tábuas de multiplicação e de raízes quadradas datadas de 1000 a.C. que 
podemos encontrar em exposição no Museu da Universidade da Pensilvânia. 
                                            
Fig. 3 – Tábua de multiplicação      Fig. 4 – Tabela de multiplicação 
 
2.2.  Egípcios (III - I milénio a.C.)  
Segundo Champollion (1836, pp. xiv-xviii), os Egípcios tinham uma escrita própria, dividida em três tipos: 
a hieroglífica, ou sagrada, uma escrita cerimonial, sendo a escolhida para inscrever em monumentos; a 
hierática, uma simplificação da escrita hieroglífica, era usada para fazer as contas diárias pelos escribas, 
matemáticos, astrónomos e demais calculistas; a popular (ou demótica), era usada para assuntos do 
quotidiano. 
Reproduziam os seus hieróglifos com martelo e cinzel em suportes de pedra, usando um caniço com 
corante para escrever na rocha ou em folhas de papiro. Os seus algarismos, na numeração hieroglífica, 
3000 - 2900 a.C., eram de base exclusivamente decimal e, contrariamente aos algarismos sumérios, o 
seu grafismo não é uma representação dos objectos concretos que os precederam na realização de 
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cálculos, mas advêm de empréstimos fonéticos e do seu próprio contexto de vivências. A notação 
hierática ficou em uso desde 2600 - 2500 a.C. até ao I milénio a.C. e, a partir do séc. XII a.C., aparecem 
os algarismos demóticos, mais abreviados que os hieráticos, ficando em uso até ao séc. III. (fig. 5a e 5b) 
(Eves, 1969; Williams, 1997). 
 
a) b) 
Fig. 5a e 5b – Registo da contabilidade no antigo Egipto e respectiva tradução. 
Apesar do carácter rudimentar da sua numeração escrita, os egípcios sabiam adicionar, subtrair e 
multiplicar por 10 com os seus algarismos. Usavam um método semelhante ao dos calculi, por 
substituições sucessivas. No entanto, só sabem multiplicar e dividir por 2, efectuando estas operações 
sucessivamente, sem recorrer a tábuas. Este método evitava que os calculadores tivessem de 
memorizar resultados, mas tornava o processo lento e complexo.  
O uso do ábaco no antigo Egipto, apesar de ser contemporâneo dos anteriores, foi apenas documentado 
no séc. V por Heródoto (Histórias, Livro II, XXXVI): “Os Gregos escrevem e calculam com tentos, 
manejando-os da esquerda para a direita; os Egípcios, ao contrário, manejam-nos da direita para a 
esquerda, mas afirmam que escrevem e calculam para a direita, e os Gregos, para a esquerda.”  
 
2.3. Gregos e Romanos (séc. V a.C.) 
A numeração original grega era inteiramente semelhante à numeração hieroglífica egípcia, (Ifrah, 1997), 
mas, por exigir demasiadas repetições de símbolos idênticos, foi simplificada, adoptando-se a base 
auxiliar 5. Foi criado um símbolo para o 5, construindo-se o 6 como 51, em vez do tradicional 111111. 
No entanto, com este sistema de numeração, torna-se impossível efectuar qualquer cálculo. 
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Com o sistema de numeração romano mais recente4, passa-se algo semelhante. Segundo Ifrah (1997) 
estes derivam da prática do entalhe, mas Eves (1969) lista outras possíveis origens para estes 
algarismos: os dedos levantados da mão; as letras gregas psi (Ψ, numa das suas representações antigas, 
L, que seria usado para 50),  teta (θ, dando origem a C) e fi (Φ, que se assemelhava à  grafia, ainda 
encontrada por volta de 1700, para o número 1000:          ).  
Os símbolos numéricos romanos, assim como os gregos, não permitiam efectuar cálculos, pois a 
existência de símbolos que tomam diferentes valores consoante se encontram à esquerda ou à direita 
de outros não permite criar um algoritmo de cálculo eficiente. Assim, calculadores gregos e romanos 
recorreram ao uso de ábacos ou mesas de contar. 
As primeiras peças arqueológicas que testemunham o uso do ábaco grego são estilos de mesas feitas 
em madeira ou mármore, reguladas previamente, sobre as quais são colocadas pequenas fichas de osso 
ou metal. Este ábaco é usado não só na Grécia, como citado em textos de diversos autores (Políbio, 
Heródoto, Lísias), mas também na Pérsia, na época do Rei Dário, como constatado através do conhecido 
Vaso de Dário (350 a.C.), onde estão representados dois homens debruçados sobre uma mesa de 
cálculo. Em Atenas, o ábaco era utilizado nos escrutínios de voto e no cálculo de juros (“Ábaco”, 
Enciclopédia Einaudi, 1989). 
Uma tábua, encontrada na ilha grega de Salamina em 1846, data de 300 a.C., fazendo deste o mais 
antigo ábaco descoberto até agora. Encontra-se em exposição no Museu Nacional Epigráfico de Atenas, 
é uma peça de mármore de 149 cm de comprimento, 75 cm de largura e de 4,5 cm de espessura, onde 
cada coluna é associada a uma ordem de unidades e as peças nelas depositadas valem uma unidade 
simples, mudando de valor conforme a posição que ocupam. 
Nas figuras 6 e 7, pode observar-se uma representação esquemática de 17 talentos, 1173 dracmas, 1 
semi-óbulo, 1 quarto de óbolo e 1 khalkos na Mesa de Salamina. 
                                                            
4 O sistema original não era um sistema posicional. Cada símbolo representava um valor, independentemente da 
sua posição – IV não representava 4, mas sim 6 e o número 259 poderia ser escrito como CICIVILI. (Williams, 1997) 
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         Fig. 6 – A mesa de Salamina.          Fig. 7 – Representação esquemática da mesa de Salamina. 
 
Relativamente ao Ábaco Romano, segundo Eves (1969), consistia numa mesa muito semelhante à dos 
gregos: divisões em linhas paralelas separavam as diferentes ordens de unidades da numeração latina. 
Estas mesas serviam não só para a prática do cálculo aritmético, como também para diversos tipos de 
jogos. (fig. 8 e 9)  
                                    
Fig. 8 - Ábaco romano de calculi (reconstituição). 
 
 
Na mesa, colocava-se em cada coluna o número de fichas correspondente a quantas unidades houvesse 
nessa ordem. Mais tarde, para simplificar, subdividiu-se a mesa numa parte superior e outra inferior. 
Uma peça colocada na parte superior da coluna valia metade da ordem imediatamente superior, uma 
peça na parte inferior continuava a valer uma unidade da ordem correspondente. 
As somas e subtracções eram efectuadas colocando ou retirando o número de peças correspondente e 
substituindo um grupos de peças pelas suas unidades equivalentes em ordens superiores. As 
Fig. 9 - Representação esquemática do  
número 5673 no Ábaco romano de calculi. 
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multiplicações eram feitas utilizando a soma dos seus produtos parciais, o que tornava o cálculo com 
este ábaco um processo moroso e difícil. 
Outro tipo de ábaco, descrito por Plutarco no séc. II a.C., usado por gregos e persas e, mais tarde, pelos 
romanos, foi o ábaco de areia ou ábaco de pó, “uma tabuleta com as bordas levantadas que é 
preenchida de areia fina, na qual se delimitam colunas sucessivas e na qual se traçam algarismos com o 
dedos ou uma ponta de ferro.” (Ifrah, 1997, p.438).  
 
Podemos encontrar num documento do séc. XVIII, patente 
na Städtische Galerie Liebieghaus, Frankfurt am Main, 
Alemanha, um mosaico representando Arquimedes 
efectuando operações numéricas num ábaco de pó, no 
momento em que um soldado romano o assassina (fig. 10).  
 
Fig. 10 – Arquimedes e o ábaco grego. 
Entre os romanos, existia também o ábaco de cera, assinalado por Horácio no séc. I a.C.. Consiste numa 
pequena prancheta de osso ou madeira, untada com uma fina camada de cera negra em que se 
delimitavam colunas e algarismos com um estilete de ferro que tinha na outra extremidade uma 
ponteira circular que era usada para apagar por pressão na superfície da cera.  
Em termos de aprendizagem do cálculo, o artigo Ábaco (Enciclopédia Einaudi, 1989, 4.1) refere um 
desenho romano desta época, onde são retratados alunos com uma tábua para escrever e ábaco. 
Também Horácio (65 a.C. – 8 a.C.), nas suas Sátiras (Millington, 1869), faz menção ao estudante romano: 
“…cared not to send me to the village school, to which boys, (…) used to go with book-bag and with 
writing tablet hung on their left arm.” *… não cuidou em me mandar para a escola da vila, para a qual os 
rapazes, (…) costumavam ir com o saco dos livros e tábua de escrever dependurados nos seus braços 
esquerdos.] 
Considera-se que este ábaco (de cera) tenha dado origem à primeira calculadora de bolso, uma pequena 
plaqueta metálica, com ranhuras paralelas, onde pequenos botões esféricos deslizam dentro dos sulcos 
para cima e para baixo (fig. 11). A sua invenção é anterior à era cristã, como prova um baixo-relevo 
proveniente de uma tumba romana do séc. I da nossa era, patente no Museu Capitolino, Roma. A John 
Rylands Library é dona de um destes exemplares romanos, datado do séc. VI.  
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No ábaco romano, as sete primeiras colunas de sulcos, a contar da 
esquerda, representam as potências de 10. As duas últimas colunas 
de sulcos serviam para marcar as subdivisões da unidade monetária. 
Temos de ter em conta que a unidade monetária se subdividia em 
12 partes, o que implica que o sulco longo marcado com o sinal  
(representando os múltiplos da onça ou duodécimos da unidade 
monetária) comporte um máximo de 5 botões, valendo cada uma 1 
onça, e que o botão superior valha 6 onças. Os sulcos mais pequenos à direita são fracções da onça 
romana sendo respectivamente, de cima para baixo, ½ onça, ¼ onça e ⅓ onça. Seguindo regras 
rigorosas, esta calculadora de bolso permitia aos seus mestres uma forma rápida e simples de efectuar 
operações aritméticas. A grande vantagem em relação às mesas de cálculo consiste nos botões, que 
apenas necessitam de ser “empurrados”, em vez de deslocados, facilitando a manipulação e tornando 
assim o processo mais rápido.  
De acordo com Ifrah (1997, pp. 434 - 438), “o uso do ábaco subsistiu durante longo tempo no Ocidente: 
até ao Renascimento, todas as administrações, senhores e príncipes, tinham a sua mesa de cálculo e as 
suas fichas particulares.” 
 
2.4. Os algarismos arábicos e o zero (séc. IV/V) 
O aparecimento do sistema numérico Hindo-arábico, aliado ao seu esquema de valor posicional e do 
zero indicando um espaço vazio, foi uma das maiores invenções da humanidade: permitiu o 
desenvolvimento da matemática e dos métodos aritméticos muito mais avançados do que quaisquer 
outros até então. Os algarismos arábicos5, os que usamos hoje em dia, nasceram na Índia entre os sécs. 
IV e V, segundo o provam diversos estudos feitos por académicos e investigadores. (Eves, 1969; Ifrah, 
1997; Williams, 1997). Por volta dos sécs. V/VI, os algarismos brahmî (indianos) tomam um valor de 
posição segundo uma base decimal e são completados por um sinal em forma de pequeno círculo: o 
zero. “…the zero (…) is attested in Indian literature (600), and the decimal position appeared in a Sanskrit 
                                                            
5 Chamamos-lhe algarismos “arábicos” pois foram trazidos para a África do Norte e Espanha pelos árabes, que adoptaram os 
métodos de cálculo indianos. Gerbert d’Aurillac, monge francês, mais tarde eleito Papa Silvestre II, foi quem introduziu os nove 
algarismos arábicos no Ocidente cristão.  
 
Fig. 11 - Ábaco romano de bolso 
(reconstruído).  
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inscription in Cambodia (604) before they passed to the Arabs of Syria (662) and thence to the 
Europeans.” *… o zero (…) aparece na literature Indiana (600), e a posição decimal aparece numa 
inscrição em sânscrito no Cambodja (604), antes de serem transmitidos aos árabes da Síria (662) e, 
posteriormente, para os europeus.] (Stearns, Peter N.; Langer, William L., 2001, pp. 477-495). 
No contexto das obras indianas, em 628 encontramos o Brâhmasphutasiddhânta, escrito por 
Brahmagupta, onde, entre outras, define as regras fundamentais em que o zero é apresentado como um 
conceito matemático. Segundo Williams (1997), a mais antiga ocorrência comprovada de um zero nos 
escritos indianos data de 876 d.C., com as representações dos números 50 e 270. Mas, já por volta de 
810, Abû Já´far Muhmmad ibn Mûsa Al Khuwârizmî tinha redigido o “Tratado da adição e subtracção 
segundo o cálculo dos indianos”, onde expõe o princípio da numeração decimal de posição, assinalando 
a origem indiana dos nove algarismos e do zero.  
Devido às trocas comerciais e aos soldados e padres que retornavam das Cruzadas, este sistema de 
numeração espalhou-se pela Europa, onde, em 976, o monge Vigila redige o Codex Vigilanus (Convento 
de Albelda, Espanha). Nesta obra pode ler-se que os nove algarismos significativos, sem o zero, são de 
origem indiana. Em 1202, Leonardo de Pisa, no seu Liber Abaci, estudou os novos métodos de cálculo 
escritos com os nove algarismos e o zero, sendo um importante meio de divulgação, realçando as suas 
vantagens para os comerciantes. Estes são algumas entre muitas outras evidências que, desde o início 
do séc. XI, aparecem em diversas regiões do continente europeu. No entanto, até meados do séc. XIII, 
apenas uma ínfima parte da população compreendia este novo método de cálculo. 
Em suma, os indianos conceberam nove algarismos - símbolos abstractos cujo grafismo não se 
relacionava com a quantidade que representavam, descobriram o princípio de posição e inventaram e 
definiram o zero.  
 
2.4.1. Do ábaco indiano até ardósia e giz (séc. II a.C – ???) 
O ábaco indiano foi descrito na obra Abhidharmakosa, de Vasubandhu (c. 300–350), através de fontes 
do séc. I, muito antes do seu uso na China, no séc XIV. (Stearns, Peter N.; Langer, William L., 2001, pp. 
477-495). 
Assim, na Índia, substituiu-se progressivamente na prancheta de pó, pâtî, o uso de pedrinhas ou 
notações ideográficas (que representavam números por traços, pontos, etc.) pelo uso dos algarismos 
brahmî, com as suas regras operatórias, tornando a arte de calcular mais acessível. Efectuavam-se os 
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cálculos no solo ou numa tábua com um estilete com uma ponta fina para escrever e uma ponta 
achatada para apagar, método usado até ao séc. III d.C. Mais tarde, por volta dos sécs. V/VI, com o 
aparecimento do esquema posicional e do zero, deixou-se se dividir a tábua em colunas, colocando-se 
apenas os algarismos na sua ordem. Nasce o nosso cálculo escrito actual.  
A prancheta de pó era muito prática para estes cálculos, por permitir apagar sem dificuldade os cálculos 
intermédios, mas também foi perdendo terreno para a ardósia e o giz, que, em 1150 foi o instrumento 
favorito de Bhâskarâchârya, matemático e astrónomo indiano. Este suporte é mais fácil de usar e não se 
presta tanto à confusão dos algarismos – o traço é mais fino e definido e apaga-se bem com um trapo - e 
é mais económico do que folha de palmeira ou casca de madeira – dado que os cálculos não tinham 
carácter permanente e a ardósia era apenas um “papel de rascunho” (Ifrah, 2002).  
Ifrah (1997) defende que a mudança do suporte de cálculo incentivou também a mudança na forma 
como as operações se efectuavam, havendo nesta fase vários métodos para executar uma 
multiplicação, passando por métodos sem apagamento ou pela multiplicação per gelosia, como 
conhecida na Europa ocidental. Benôit (1989, p.16), no seu artigo Cálculo, Álgebra e Comércio, explica 
como se efectua este tipo de multiplicação, entre outros.  
Apesar de todas as novas técnicas, e à semelhança do que se passou um pouco por todo o oriente, o 
ábaco com contas ou fichas foi, e ainda é nos dias de hoje, utilizado na Índia, tanto para efectuar 
cálculos como para servir de suporte para o cálculo mental. 
Na Índia de hoje, encontramos escolas especializadas em ensinar cálculo mental e as técnicas de 
manipulação do ábaco. Dentro das variadas técnicas, podemos encontrar uma que recorre a um ábaco 
mental (programa ALOHA – ver ref. [1] [2]), onde as crianças começam por manipular o aparelho em si, 
mas depressa passam a usar o modelo imaginário como auxiliar em todo o tipo de cálculo. Pode-se 
encontrar também um concurso para crianças dos 7 aos 12 anos, realizado anualmente na Índia. Em 
2010, o 7th National Abacus And Mental Arithmetic Competition - Ábaco, Ginástica mental e 
competição de aritmética mental6 - contou com 4300 concorrentes de 20 estados da Índia (fig. 12) ( ver 
ref. [3]). 
                                                            
6 No site http://sipacademy.in/blog/index.php/tag/sip-academy-in-india 
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Fig. 12 – Participantes no 7th National Abacus and Mental Arithmetic Competition (2010). 
 
2.4.2. Ábaco de Gilbert d’Aurillac (ábaco latino) - séc. X a XII 
Por volta do ano mil, Gilbert d’Aurillac – eleito papa em 999 com o nome Silvestre II - cria uma 
adaptação do ábaco romano. Neste, os calculi foram substituídos por fichas de corno gravadas com a 
notação dos nove algarismos arábicos. As ordens eram indicadas em cada coluna com a notação romana 
  ,  ,   , C, X, I e as fichas eram colocadas na coluna correspondente. Quando faltava uma unidade de 
certa ordem, era deixado um espaço vazio.  
Com as cruzadas reconquistou-se o gosto pela cultura. De 1095 a 1270 os cavaleiros cristãos 
enriqueceram-se com a cultura da Terra Santa e o Ocidente começou, no séc. XII, e desta vez a sério, a 
utilizar os algarismos, o zero e o cálculo. Assim, o ábaco de Gerbert caiu em desuso e, no seu lugar, 
apareceram os algorismos (em honra a Al Khuwârizmi), que obrigavam ao uso do zero, por não haver 
colunas que pudessem ser deixadas vazias. No entanto, verifica-se que as disputas entre abacistas e 
algoristas mantêm-se até ao séc. XVI, altura em que prevalece definitivamente o cálculo por algoritmos. 
(Williams, 1997). 
Pode afirmar-se que “o ábaco constituiu um princípio didáctico para a introdução dos símbolos 
numéricos árabes, em virtude de nele estar implicitamente contido o valor posicional.”(Ábaco, 
Enciclopédia Einaudi, 1989). 
A partir do século XV, encontram-se, em todas cidades, escolas de cálculo, onde se encontram os 
mestres de cálculo. Segundo o artigo Ábaco (Enciclopédia Einaudi, 1989), existe um documento na 
cidade de Rostock (Alemanha) afirmando que “… o mestre de cálculo deve ensinar todas as crianças… a 
fazer contas e a conhecer a contabilidade.” Apesar da crescente utilização dos símbolos numéricos no 
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cálculo, neste mesmo artigo, vem referenciada a grande importância que os manuais de cálculo tiveram, 
no final do séc. XV, na difusão e generalização do uso do ábaco. Citando o mais famoso dos autores 
desses manuais, Adam Riese, no prefácio do seu Rechnung auff der Linihen und Ferdern (1529): “No 
decorrer da minha actividade de ensino, observei que aqueles que principiam a calcular sobre linhas 
(ábaco) acabam sempre por se tornar mais hábeis e expeditos no cálculo do que os que começam logo 
com os números.”  
Em Itália, por volta dos séculos XV-XVI, o uso do ábaco entrou em declínio com a introdução da 
numeração árabe. 
No resto da Europa, somente no fim do séc. XVIII, com a simplificação das regras operatórias, se 
conseguiu colocar a maioria das pessoas a efectuar cálculos mas, mesmo após a vitória inquestionável 
dos novos métodos no meio de sábios e cientistas, o uso do ábaco permaneceu enraizado nos hábitos 
dos comerciantes, financistas e banqueiros europeus. (Ifrah 1997).  
Em Inglaterra, o ábaco começou por desaparecer da contabilidade privada, no final do séc. XVI, seguida 
da contabilidade do Estado (Exchequer Table), em 1785. Na Holanda e Bélgica, as últimas moedas de 
contar foram cunhadas no início do séc. XII.  
Em França, foi com a Revolução Francesa que o cálculo com fichas foi proibido 
nas escolas e nas administrações. Subsistiu o ábaco de contas francês (fig. 13), 
usado para ensinar a calcular nas escolas comunais do séc. XIX e, na Alemanha, 
caiu em desuso no início do séc. XVIII (Ábaco, Enciclopédia Einaudi, 1989). 
Em Espanha, em 1887, já se considerava o ábaco como um objecto decorativo: 
 “…no falta quienes consideren que el ábaco de los números en las escuelas de párvulos no es un medio 
tan eficaz de enseñanza como se pondera, ni tan propio, como se dice, del estado de nuestra civilización. 
Y, verdaderamente, los hechos dan en cierto modo la razón á los que tal objetan, ya que en gran número 
de escuelas, al cabo de algún tiempo, los ábacos constituyen más bien un objeto de adorno que un medio 
positivo de enseñanza.” (Diccionario Enciclopédico Hispano-Americano, 1887) 
[Não falta quem considere que o ábaco nos jardins de infância não é um meio tão eficaz de ensino como 
se supõe, nem tão adequado, como se diz, ao estado da nossa civilização. Verdadeiramente, os factos 
dão, em certa medida, razão àqueles que se opõem, já que num grande número de escolas, depois de 
algum tempo, o ábaco é mais um objecto de decoração do que um meio eficaz de ensino.]  
  
Fig.13 - Ábaco de 
contas francês. 
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2.5. Ábaco de cartões – Séc XVI 
O ábaco de cartões está inserido num aparelho que 
consiste numa caixa de madeira com incrustações de 
osso (fig. 14). Na secção superior, contém o ábaco de 
ossos e na secção inferior está o ábaco de cartões, que 
consiste em 300 cartões guardados em 30 gavetas. 
Destes 300 cartões, cem têm números inscritos e os 
restantes duzentos contêm pequenos buracos 
triangulares que, colocados em cima das cartas 
numéricas, permitem ao utilizador ver apenas certos números. Pelo correcto posicionamento destas 
cartas, multiplicações podiam ser efectuadas usando um número com até 100 dígitos e outro com até 
200 dígitos. Para além deste facto, as portas da caixa contêm as primeiras potências dos dígitos, os 
coeficientes dos termos das primeiras potências do binómio e os dados numéricos dos poliedros 
regulares.  
Estes dois ábacos, reunidos num só instrumento, são uma preciosidade histórica. Não se sabe quem foi 
o autor desta peça, nem se é de origem espanhola, embora seja provável que originalmente pertencesse 
à Academia Espanhola de Matemática (que foi criada por Filipe II) ou que fosse um presente do príncipe 
de Gales. Em nenhum sítio da Europa, excepto em Espanha e Inglaterra, era conhecida esta máquina:  
“El gobierno español en 1876 envió este aparato á la exposición de instrumentos científicos de 
Kensington, donde llamó extraordinariamente la atención de los sabios. Varias sociedades científicas y 
algunos particulares preguntaron ¡ España el origen y uso de este aparato desconocido, del cual el Sr. D. 
Felipe Picatoste escribió una monografía que fué enviada á todas las naciones: causo no poca 
admiración el que este ábaco no fuera conocido sino en Inglaterra.” (Diccionario Enciclopédico Hispano-
Americano (1887). [O governo espanhol em 1876 enviou este aparelho para a exposição de 
instrumentos científicos de Kensington, onde extraordinariamente chamou a atenção dos sábios. Várias 
sociedades científicas e algumas pessoas particulares perguntaram a Espanha a origem e uso deste 
aparelho desconhecido, sobre o qual o Sr. D. Felipe Picatoste escreveu uma monografia que foi enviada 
a todas as nações: causou muita admiração que este não fosse conhecido senão em Inglaterra.] 
Esta peça foi conservada no Palácio Real Espanhol, de onde passou para a Biblioteca Nacional e mais 
tarde, em 1867, para o Museu Nacional de Arqueologia de Espanha, onde ainda se encontra. 
Fig. 14 - Os dois ábacos de Neper no Museu 
Nacional de Arqueologia de Espanha, Madrid. 
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2.6. Ábaco Russo – séc. XVII  
Um tipo de instrumento semelhante ao ábaco de contas francês é encontrado 
na Rússia: o ábaco russo, o schoty (fig. 15), que foi descrito em livros de 
aritmética comercial do séc. XVII. O exemplar mais antigo encontra-se no 
Ashmolean Museum, em Oxford. Pensa-se que origina dos cordões de orações e 
que as reformas monetárias em 1530 produziram efectivamente uma moeda de 
base decimal que se prestava ao cálculo desta forma. Apesar de nenhuma 
destas hipóteses estar provada, é improvável este ábaco originar da China ou 
do Japão – o seu uso parece restrito à área moscovita (Bud, R., Warner, 
Deborah J., 1998). 
O ábaco russo é habitualmente utilizado na vertical, com os fios na horizontal. Tem 9 ou 10 bolas na 
maioria dos fios, podendo haver um ou mais com um numero de bolas que varia de 1 a 5 para o cálculo 
de fracções. Durante a manipulação, as bolas são movidas da esquerda para a direita. A primeira fila 
completa, a contar de baixo, representa as unidades, a seguinte as dezenas e por aí adiante. Para mais 
fácil visualização, as duas bolas do meio de cada fio têm cores diferentes das restantes. A bola mais à 
esquerda do fio dos milhares (e dos milhões, se existir) costuma também estar pintada de outra cor.  
Ainda nos finais do século XIX, o ábaco russo estava em uso em todas as lojas e mercados de toda a 
antiga União Soviética, tanto ao lado das caixas registadoras dos pequenos comércios como em grandes 
hotéis, tendo, porém, perdido popularidade desde o aparecimento das calculadoras de bolso, em 1974. 
Foi ensinado em todas as escolas até aos anos 90, altura em que foi substituído pelo ensino do uso da 
calculadora (Bud, R., Warner, Deborah J., 1998). Hoje é visto como algo arcaico, sendo apenas usado 
como instrumento de iniciação à contagem e às operações simples de adição e subtracção. 
O nosso conhecido ábaco de esferas, usado pelas crianças na escola, tem origem no ábaco russo, tendo 
sido introduzido no ocidente em 1812 pelo francês Poncelet (Ábaco, Enciclopédia Einaudi, 1989). 
No mundo ocidental, o uso deste instrumento nunca atingiu as proporções atingidas no Oriente. 
Privilegia-se os métodos com recurso ao papel e lápis, implicando uma maior lentidão de processos, mas 
permitindo um melhor registo de resultados intermédios. 
Fig. 15 – Schoty 
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Em Portugal, o ábaco de contas é usado no 1ºciclo do ensino básico, como auxiliar de contagem e como 
forma de estimular as capacidades de cálculo. No entanto, é encarado como um instrumento de uso 
esporádico, não sendo estudado a fundo nem exploradas todas as suas potencialidades.  
 
2.7. Ábaco Chinês 
De acordo com Ho (2000, p.55), no seu livro Li, Qi and Shu: An Introduction to Science and Civilization in 
China, os mais antigos vestígios do uso de algarismos chineses são peças de olaria encontradas em 
Banpo, perto do Rio Amarelo, datando de 4800 a.C. e 3600 a.C.. Encontrou-se, também, uma grande 
quantidade de algarismos inscritos em carapaças de tartaruga, que serviam de oráculo, datadas de 1500 
a.C. até 1100 a.C.. Estas evidências revelam que os chineses usaram, desde o início, a base decimal. 
No séc. II a.C. os chineses inventaram o papel e a xilografia. Era a época dos primeiros documentos que 
testemunham a existência do tabuleiro numérico e do cálculo com palitos (chou, ce ou suan zi): 
“pequenos bastonetes de ébano ou bambu, dispostos em quadrados de um quadriculado ou de uma 
mesa em forma de tabuleiro. Usavam palitos pretos para os números negativos e vermelhos para os 
números positivos.” (Ho, 2000, p.57). 
Cada coluna corresponde a uma ordem decimal e 
bastava colocar em cada coluna o número de palitos 
correspondente à unidade de ordem, alternando em 
cada coluna vertical com horizontal. (fig. 16) Por 
exemplo, o número 22 seria:    II .  O número 6 (60, 
600, etc) era considerado como sendo 5+1, com o 5 
representado por um palito perpendicular aos anteriores. Com este tabuleiro numérico, os chineses 
conseguiam efectuar adições, subtracções, multiplicações e divisões. 
Da mesma forma, segundo Eves (1969), é neste século que aparecem os primeiros documentos que 
versam sobre o sistema posicional dos chineses: o sistema das barras numerais, que nada mais é que a 
reprodução gráfica da representação dos números no tabuleiro de palitos, em que as diferentes 
unidades se sucediam regularmente da esquerda para a direita na ordem decrescente. (fig. 17) Este 
sistema, no entanto, não irá comportar o zero até ao séc. VIII d.C.. 
Fig. 16– Numeração Chinesa  
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Fig. 17 – Representação do número 3764 no ábaco de fichas chinês. 
 
 
Citando Ho (2000, p.71), “O termo zhusuan (ábaco) aparece pela 
primeira vez no texto Shushu jiyi (Notas de Algumas Tradições da Arte 
Matemática), escrito por Xu Yue, datado do ano 190, da Dinastia Han.” 
No entanto, aqui não se encontrou nenhuma descrição da sua forma 
ou funcionamento, apesar de referir a existência de 4 tipos diferentes 
de zhusuan.”  
 
Na obra editada por Robert Bud e Deborah J. Warner, em 1998, Instruments of science: an historical 
encyclopedia, encontramos algumas páginas dedicadas ao Ábaco, que nos dá conhecimento de alguns 
factos. Somente no séc. XIII surgem os primeiros documentos que atestam o uso do ábaco de contas 
chinês actual (suan pan): um quadro rectangular de madeira dura com dimensões aproximadas 15.5 x 
31.5 x 2,5 cm ou 12 x 24 x 1,2 cm, composto habitualmente por treze arames (embora também existam 
uns com onze) onde deslizam sete contas de madeira, cinco por baixo de uma vareta transversal e duas 
por cima (permitindo o uso de base decimal e hexadecimal) (fig. 18). 
Cada um dos arames corresponde a uma ordem decimal, tendo o arame imediatamente à esquerda de 
outro, um valor dez vezes superior a ele. Dá-se valor a uma conta quando a movimentamos para junto 
da vareta transversal. De todos os auxiliares de cálculo, este é o único a permitir uma forma rápida e 
simples de efectuar qualquer operação: a multiplicação, a divisão, a adição, a subtracção, a raiz 
quadrada e a raiz cúbica, calculadas com enorme rapidez pelas mãos mais treinadas. Esta calculadora foi 
o método mais usado na China para a aritmética popular entre os sécs. XIII e XVI. No entanto, os 
especialistas em matemática e outras ciências continuaram a preferir a mesa de cálculo, com os 
Fig. 18 – Representação do número  
7 230 189 no ábaco de contas chinês.  
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pauzinhos. Na China Popular este ábaco ainda é utilizado por comerciantes, mercadores, etc., e está tão 
enraizado que, mesmo podendo usar uma calculadora de bolso, muitos chineses ainda preferem utilizar 
o ábaco de contas. (ver ref. [4]). 
De acordo com Bud, R., Warner e Deborah J. (1998), o suan-pan migrou da China para a Coreia por volta 
do ano 1400 e para o Japão por volta de 1600. Os coreanos chamam-lhe jupan , supan ou jusan, 
enquanto que os japoneses o apelidam de soroban.  
 
2.8. Ábaco Japonês  
Um soroban (lit. tábua de contar) é uma versão modificada pelos japoneses do suan-pan Enquanto o 
suan-pan tem duas contas na parte de cima (fig. 19a), o soroban tem apenas uma, de modo a usar 
números entre zero e dez, de acordo com o sistema decimal japonês. (fig. 19b) 
 
     Fig. 19a – Suan-pan usado até ao séc.XIX no Japão.             Fig. 19b – Soroban, usado a partir do século XIX. 
 
O Soroban possui como dimensões aproximadas 6,4 x 33 x 1,2 cm e é composto por vinte e um arames. 
As contas são feitas da esquerda para a direita, sendo o resultado escrito gradualmente “por cima” do 
número inicial.  
Hoje em dia, os cálculos são efectuados usando as mesmas tabelas da aritmética escrita, mas 
tradicionalmente, tabelas específicas eram usadas para cada uma das 4 operações. Estas tabelas 
continham, em vez do resultado da operação, a forma como a configuração do ábaco deveria ser 
alterada em cada passo. As mesmas são encontradas num texto do séc. XIII (quando ainda se usavam os 
bastões de cálculo chinês para efectuar operações) e ainda eram usadas no início do séc XX. A título de 
exemplo, a tabela de divisões por três cita “Three one thirty-one, three two sixty-two, encountering three 
enter a ten.” Ao dividir dez por três, o quociente três e o resto um ficam em duas filas consecutivas – 
lendo-se trinta e um, ao dividir vinte por três, o quociente é seis o resto é dois – lendo-se sessenta e 
dois, etc, etc.  (Bud, R., Warner & Deborah J., 1998). 
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Nos dias que correm, em Tóquio, algumas escolas ensinam a antiga arte do cálculo com soroban. 
Noutros pontos do país há academias e escolas dedicadas apenas a esta arte, com métodos 
especializados na técnica do cálculo mental. As crianças começam a aprender os básicos da manipulação 
do Soroban com 4 anos de idade e praticam todos os dias durante 2h. Quando atingem a idade de 12 
anos, estas crianças são autênticas calculadoras humanas. Neste ponto, o soroban físico é já 
dispensável, sendo utilizada apenas uma representação mental do mesmo, que permite realizar cálculos 
a uma velocidade indescritível. (ver ref. [5])  
Até à 2ª grande guerra mundial, o soroban foi aperfeiçoado para tornar os cálculos cada vez mais 
rápidos. No entanto, assiste-se a um decréscimo no uso e estudo do soroban, devido à modernização da 
sociedade Japonesa, com toda a sua tecnologia e computadores. Estes criaram um mundo onde tudo se 
processa muito rápido e onde se perdeu o valor do processo de pensamento, de como as coisas são 
feitas: as pessoas esqueceram-se dos processos fundamentais por trás dos resultados. A partir de 1989, 
o governo japonês, ao aperceber-se o perigo da mecanização, reinstituiu a utilização do soroban no 
currículo escolar (The League of Japan Abacus Association, “O Soroban na Educação da Moderna 
Sociedade Japonesa”). Assim, ainda hoje, o Soroban é utilizado no Japão, em vez da calculadora, por 
diversos profissionais. Depois de dominada a técnica (Shuzan), os cálculos efectuados no soroban são 
mais rápidos do que usando uma calculadora. Nos programas curriculares japoneses está contemplado 
o seu uso por todas as crianças dos 5 aos 8 anos.  
Na página de internet da The League of Japan Abacus Association, anuncia-se que o Soroban se tornou 
um tema obrigatório nas aulas de matemática da Hungria em 400 de 3000 escolas do ensino básico. O 
objectivo do uso do soroban no Japão é aumentar a concentração e a perseverança, enquanto se cultiva 
a capacidade de cálculo e o desenvolvimento do hemisfério direito do cérebro. Em contrapartida, na 
Hungria, o objectivo é a aquisição da “capacidade de pensar”. O soroban é também usado em escolas de 
outros locais, como os E.U.A, Brasil, China, Taiwan, Tonga, Malásia, Tailândia, Singapura, Indonésia, 
Nova Zelândia, Vietname, Fiji, México, Índia, Filipinas, Canadá, Austrália, Samoa, Venezuela, Cambodja, 
Laos, Gana, Brunei, Eritreia, Jordânia e Paquistão.  
Tim Cranmer, líder da National Federation of the Blind of Kentucky, 
concebeu um ábaco para ser usado por invisuais. Este ábaco tomou 
o seu nome: Ábaco de Canmer (fig. 20).Não é mais que um ábaco de 
contas, semelhante a um soroban de 13 colunas, mas com um fundo 
de feltro que impede as contas de escorregarem, o que permite que Fig. 20 – Ábaco para invisuais. 
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o ábaco seja manipulado sem que as contas de desloquem inadvertidamente. 
Estes estudantes podem complementar o uso do ábaco pelo uso de uma máquina de escrever em Braille 
e o código Nemeth, que permite a tradução para Braille da notação matemática. O ábaco prova ser, 
desta forma, um recurso inestimável na aquisição de competências de cálculo dos estudantes invisuais. 
 
2.9. Ábaco na América do Sul 
2.9.1. Sistema de contagem: o Quipu 
De acordo com Williams (1997), quando, no início do séc. XVI, os espanhóis desembarcaram na América 
do Sul, descobrindo a civilização Inca, (que remonta ao séc. XII), depararam-se com o quipu (da palavra 
inca que significa nó). O quipu dos Incas era um sistema de cordas atadas usado para gravar dados 
numéricos, mas não era usado para fazer cálculos.  
Na figura 21, os barbantes brancos correspondem ao gado pequeno e os verdes aos bovinos. Cada corda 
corresponde a um tipo de animal. Os nós nessa corda dão o número de cabeças. O quipu era usado 
como método de arquivo de dados do Império. Cada cor de corda correspondia a diversos objectos ou 
ideias – o amarelo para ouro, o vermelho para sangue ou guerra, etc. – e a posição relativa dos nós, bem 
como o seu número, grossura e espaçamento tinham significados numéricos bem precisos. Em meados 
do século XIX, os pastores dos altos planaltos peruanos ainda usavam este método para controlar o seu 
gado.  
 
Fig.21 – Quipus de pastores dos altos planaltos peruanos (séc XIX) usados para fazer o inventário de gado. 
Métodos semelhantes têm sido usados desde o séc. IV a.C., com maior ou menor complexidade. 
Georges Ifrah refere a sua utilização na China entre os séc. VI e IV a.C., para recenseamento, 
contabilidade e arquivos; por Dario I, rei da Pérsia, por volta de 500 a.C., para contagem de dias; na 
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Palestina no séc. II, como recibo; nas ilhas Carolinas, perto do Taiti, para contagem das jornadas de 
trabalho e das somas que lhes são devidas.  
 
2.9.2. Yupana 
Na América do Sul, os cálculos eram feitos utilizando uma yupana (tábua de contar), que estava ainda 
em uso depois da conquista do Peru. Existem vários tipos de yupanas (fig. 22), que se podem agrupar 
em duas grandes categorias: as que calculam em base 10 e as de base 40. (Pasquale, 2001). 
 
Fig. 22 – Exemplo de yupana de três níveis - Goteborg Yupana. 
 
Nicolino de Pasquale, um matemático italiano, cita no seu artigo Calculadoras dos Andes o que Acosta 
escreveu, no séc. XVII, acerca dos yupanas:  
“…watching them in another type of quipus, where corn grains are used to count, is a fascinating 
experience, because these Indians can do the same accounts that a very expert accountant is to do by 
means of a pen, some ink and a lot of complicated operations to know(…). With the help of their grains, 
they put one seed here, three seeds there and eight seeds I don’t know where and, after moving one of 
them from here and changing down three of them, they succeed in doing their accounts without the 
smallest error and so they can decide the exact amount that each person is to pay much better than we 
can do by means of our pens and ink.” (Acosta, 1954:190. In “Andean Calculators”, Pasquale, 2001). 
[…observá-los com outro tipo de quipus, onde os grãos de milho são usados para contagens, é uma 
experiência fascinante, porque estes Índios conseguem fazer as mesmas contas que um perito 
contabilista faz recorrendo ao uso de papel e caneta e muitas operações difíceis pelo meio (…). Com o 
auxílio dos grãos, eles colocam uma semente aqui, três sementes ali e mais oito sementes nem sei bem 
onde e, depois de mudarem uma daqui e mudando outras três, eles conseguem fazer os seus cálculos 
sem qualquer erro e conseguem então saber a quantia exacta que cada pessoa tem de pagar, de muito 
melhor forma que nós conseguimos com o nosso papel e caneta.] 
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Pasquale, por comparação de várias yupanas, descobriu que os cálculos eram baseados na sequência 
Fibonnaci. No caso desta yupana decimal – yupana de Lima - foram atribuídas a cada casa as 
quantidades 1, 2, 3, 5 e múltiplos de 10 (o uso destes números manteria o número de sementes num 
campo no mínimo). Cada semente colocada numa destas casas toma o valor correspondente à casa, 
conforme indicado nas figuras abaixo. (fig. 23 e 24)  
                 
 
 
 
Fig. 25– Método para adicionar 9 e 7 na Yupana de Lima. 
 
Fig. 23 - Yupana de Lima – yupana 
decimal com 2 níveis. 
Fig. 24 – Representação esquemática da 
Yupana de Lima.  
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A título de exemplo descreve-se o método para adicionar 9 e 7 na Yupana de Lima (fig. 25): 
 Colocar quatro sementes na casa da duplicação (2) do lado esquerdo e uma semente no canto 
esquerdo da casa de (1). Obtemos 2+2+2+2+1 = 9 (fig.25a) 
 Colocar três sementes na casa de duplicação (2) no lado direito e uma semente no lado direito 
da casa de (1). Obtemos 2+2+2+1 = 7 (fig.25a) 
 Depois, basta converter em números cada vez mais altos: do lado direito, uma semente de (2) e 
uma de (1) são retiradas e substituídas por uma semente em (3), e assim sucessivamente. (fig 
25b e 25c) 
 Finalmente obtemos o resultado 16 como 10 + 6 (fig 25d e 25e)  
 
2.9.3. Nepohualtzintzin  
Lara, G. & Sgreccia, N. (2010), realizaram um estudo de um ábaco chamado Nepohualtzintzin (fig. 26). 
Este ábaco utilizava originalmente um sistema de base 20 com 5 dígitos, sendo agora adaptado à base 
decimal. (fig. 27 e 28) 
 
Fig.26 – Nepohualtzintzin, como originalmente usado pelo povo náhualt. 
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Com este instrumento é possível realizar as quatro operações básicas e extrair a raiz quadrada. 
Nos dias correntes, encontramos várias evidências das iniciativas de recuperação deste modelo de 
ábaco nas aulas das escolas estatais da América do Sul. Lara, G. & Sgreccia, N. (2010) refere algumas 
medidas tomadas no México e Argentina, nomeadamente formação de professores. Especificamente, na 
Argentina, “…se vienen realizando experiencias desde hace tres años en forma continuada, en formación 
inicial y continua de maestros y profesores en Matemática, así como en escuelas primarias y 
secundarias.” ; no México, “…el Nepohualtzitzin forma parte de un proyecto de la Dirección General de 
Educación Intercultural Bilingüe de la Secretaría de Educación Pública.” *…têm-se vindo a realizar 
experiências continuadas  desde há 3 anos, na formação inicial e contínua de mestres e professores de 
Matemática, assim como em escolas primárias e secundárias.+; no México, *…o Nepohualtzitzin faz parte 
de um projecto da Direcção Geral de Educação Intercultural Bilingue da Secretaria de Educação Pública.] 
Para entrar no concurso de Iniciativa México 2011, foi elaborado um vídeo explicativo acerca do  
Projecto Nepohualtzintzin, (ver ref. [6]), que visa a implementação desta ferramenta matemática nas 
escola públicas a nível nacional. 
Num vídeo encontrado na internet (ver ref. [7] e fig. 29), uma criança explica o funcionamento deste 
ábaco. Ao ser questionada onde aprendera a trabalhar com ele, responde que o usa na escola. 
Fig.27 – Nepohualtzintzin, 
actual, base 20. As fichas do 
lado esquerdo valem uma 
unidade e as do lado direito 
valem 5 unidades. 
Fig.28 – Nepohualtzintzin, actual, adaptado à base decimal. 
Representado o número 30.020.706.000. As fichas de baixo 
valem uma unidade e as de cima valem 5 unidades. 
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Fig.29 – Utilização do Nepohualtzintzinpor uma criança dos dias correntes. 
 
2.10. Síntese 
Luis Fernandes, engenheiro na Universidade de Ryerson, Toronto, Canadá, criou uma página web 
intitulada “Abacus: the art of calculating with beads”, onde faz uma descrição pormenorizada deste 
recurso. No seu subcapítulo A Brief History of the Abacus7, apresenta uma linha temporal (fig. 30) onde 
podemos observar em que altura se deu o aparecimento dos diversos ábacos e um resumo 
esquematizado do seu funcionamento (fig. 31). 
 
 
Fig. 30 – Linha temporal dos vários tipos de ábaco. 
 
 
 
 
 
                                                            
7 http://www.ee.ryerson.ca/~elf/abacus/history.html 
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Fig. 31 – Resumo esquemático dos vários tipos de ábaco. 
 
3. As réguas de Neper e os bastões de Gennaille-Lucas 
 
Estes são dois auxiliares de cálculo muito semelhantes. São uma espécie de ábaco, baseado na 
matemática árabe e na multiplicação em gelosia. Apesar de permitirem efectuar cálculos com rapidez, 
estes métodos tinham o inconveniente de necessitar de um suporte de escrita exterior para anotar os 
resultados parciais.  
 
3.1. Réguas de Neper 
O matemático escocês John Neper (1550 – 1617) concebeu e construiu uma ferramenta de cálculo 
conhecida por réguas, ossos ou bastões de Neper. É uma espécie de ábaco, baseado na matemática 
árabe e na multiplicação em gelosia, para o cálculo de produtos e quocientes, permitindo também a 
extracção de raízes quadradas. (Williams, 1997). 
Antigamente 
A tábua de Salamis, os calculi 
Romanos e o ábaco portátil: de 
300a.C a 500 d.C. 
 
Idade Média 
O ápice e as mesas de cálculo: de 
5d.C.  a  1400 d.C..  
 
Tempos Modernos 
Suan-pan, Soroban e Schoty: de 
1200d.C. até ao presente.  
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Estas tabelas, tais como a representada na figura 32, são 
constituídas por um tabuleiro com uma coluna contendo os 
9 primeiros números naturais e um conjunto de bastões, 
em madeira ou metal, divididos, cada um, em 10 
quadrados. No primeiro quadrado está um dos dez 
primeiros números não negativos e nos restantes, divididos 
em dois triângulos pela diagonal que une o canto inferior 
esquerdo ao superior direito, encontramos a respectiva 
tabuada, com o algarismo das dezenas no triângulo 
superior e o das unidades no triângulo inferior.  
Para efectuar multiplicações, observe-se o exemplo escolhido por Neper na sua obra Rabdologiae, a 
multiplicação de 1615 por 365. Colocam-se as barras do 1, 6, 1 e 5 lado a lado. Os produtos parciais de 
1615 por 3, 5, e 6 são então lidos na linha correspondente, adicionando os dois dígitos em cada 
diagonal. O produto final é então obtido por uma adição em escada, como ilustrado na figura 33. 
 
Fig. 33 – multiplicação de 1615 por 365, tal como descrita por Neper. 
 
No Diccionario Enciclopédico Hispano-Americano (1887, p.59), está descrita a transformação que os 
ossos de Neper sofreram durante o séc. XIX, de modo a facilitar a leitura de resultados. Os novos 
bastões passaram a fazer com a horizontal um ângulo de aproximadamente 64º - onde, para encontrar o 
produto bastava adicionar, para cada ordem de grandeza, os dois algarismos dentro do rectângulo 
vertical – ou de 45º - formando quadrados perfeitos em vez de rectângulos. (fig. 34) 
Fig. 32 – Réguas de Neper  
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Fig. 34 - 987654321 x 5 = 4938271605. 
No contexto do ensino da Matemática, os ossos de Neper são muitas vezes utilizados em turmas iniciais 
do Ensino Básico como mais um recurso na apropriação de conceitos matemáticos.  
Com este material o professor poderá trabalhar tópicos como: multiplicação (tabuada e algoritmo), 
adição e subtracção de fracções, propriedades da multiplicação, sistema decimal, padrões numéricos, 
conceito inicial das progressões aritméticas, história da Matemática e o uso da calculadora para a 
validação de estratégias. Além disso, o professor poderá explorar com seus alunos, nas actividades 
realizadas em sala de aula, outros conceitos. Um exemplo é o conjunto dos múltiplos de um número, 
que poderá ser feito com qualquer quantidade de algarismos. Pode também verificar com os alunos a 
relação existente entre o método tradicional e o cálculo efectuado com as barras. O professor, ainda, 
poderá promover a competição saudável, comparando a rapidez com que se executa o cálculo, através 
dos dois métodos (tradicional e com as barras) ou usando uma calculadora comum. 
 
3.2. Bastões de Genaille-Lucas 
Em 1885, o matemático francês Édouard Lucas colocou um problema aritmético durante uma sessão da 
Académie Française. Genaille, já conhecido por ter inventado inúmeras ferramentas de aritmética, criou 
as suas réguas no âmbito da resolução do problema, apresentando esta sua invenção na Academia 
Francesa, em 1891. Tornaram-se conhecidas por Réguas de Genaille-Lucas (Williams, 1997). 
Taton, R. & Flad, JP. (1963) mencionam estas réguas como sendo uma variante dos ossos de Neper, 
sendo a sua utilização muito semelhante. Ao representar graficamente o transporte, o utilizador 
Auxiliares de cálculo no ensino da Matemática 
36 
 
consegue ler o resultado de uma multiplicação directamente, sem quaisquer cálculos intermédios. A 
popularidade da régua de Genaille foi de curta duração, pois as calculadoras mecânicas surgiram pouco 
depois. Na figura 35, podemos encontrar um conjunto completo de réguas. Para multiplicar, por 
exemplo, 3572 por 273, depois de escolhidas as réguas, obtemos o primeiro produto parcial, 3572 por 3 
localizando o algarismo superior direito da régua horizontal 3 e seguindo o caminho traçado pelos 
triângulos até aos dígitos seguintes, como ilustrado na figura 36. Os restantes produtos parciais são 
obtidos da mesma forma. O produto final é obtido pela adição dos parciais tal como nas Réguas de 
Neper. 
 
Fig. 35 - Conjunto completo de réguas de Genaille-Lucas. 
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Fig. 36 – Produto parcial 3572 x 3 = 10 716. 
 
4. Os logaritmos e a régua de cálculo 
 
A astronomia, a navegação, o comércio, a engenharia e a guerra, áreas onde os valores usados são 
muito grandes e onde cálculos numéricos são de fundamental importância, fizeram com que 
aumentassem os esforços na busca de mecanismos que tornassem os cálculos cada vez mais rápidos e 
precisos. Na Matemática, quatro notáveis invenções vieram dar resposta a estas exigências: a notação 
indo-arábica, as fracções decimais, os logaritmos e os computadores modernos. Com base nos 
logaritmos e nas distâncias logarítmicas, surgiram as réguas de cálculo, instrumentos largamente 
utilizados por profissionais de diversas áreas, para além da sua utilização em escolas (fig. 37 e 38 ), 
desde meados do séc. XIX, até cerca de 1975,  altura em que foram substituídas pelas calculadoras 
electrónicas de bolso. Uma vez implantadas no mercado, as réguas de cálculo foram rapidamente 
aperfeiçoadas, com a introdução de 18 a 20 escalas diferentes, e foram concebidas versões para 
químicos e engenheiros de todas as especialidades. Construídas geralmente em marfim ou outro 
material duro, são brancas para permitir uma melhor visibilidade das escalas. Existem réguas de cálculo 
em formato de bolso e outras com formatos maiores, o que permite uma maior precisão. Embora 
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menos comuns, também foram comercializados modelos actualizados de réguas circulares, algumas de 
formato bastante reduzido (Williams, 1997). 
        
 
 
A régua de cálculo foi um símbolo do avanço tecnológico no século XX e, mesmo após a introdução de 
aparelhos de computação digital, não deixou de ser comum observar em filmes antigos engenheiros 
mexer em réguas de cálculo como se fossem o expoente máximo da tecnologia. (fig. 39) 
 
Como hoje sabemos, a grande vantagem dos logaritmos em termos de cálculo consiste no facto de 
reduzir multiplicações e divisões a operações simples de adição e subtracção. Mas, já antes de serem 
conhecidos os logaritmos se usava o método de prosthaphaeresis8, muito utilizado nos secs. XVI e XVII, 
em associação com tabelas trigonométricas, para efectuar multiplicações com números mais difíceis. 
Este método consistia emsubstituir multiplicações por adições, usando uma fórmula trigonométrica do 
tipo:  
              
                   
 
  
Em 1544, Michael Stifel cria a primeira tabela de logaritmos de base 2, ao construir uma tabela onde 
relacionava a sucessão dos números inteiros e a sucessão das potências de 2. (Albuquerque, C., Nápoles, 
                                                            
8 A palavra prosthaphaeresis provém das palavras gregas para adição e subtracção. 
Fig 37 - Estudantes de uma escola 
secundária de Englewood, (NY), em 1900.  
Fig 38 – Purdue Aeronautics, 1942. 
Fig 39 - Na série Star Trek, episódio "The Naked Time", Spock usa a E-6B 
para calcular o tempo para o impacto da Enterprise com o planeta. 
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S., 2011; Williams, 1969). Este método inspirou Jonh Neper começa a trabalhar na sua teoria dos 
logaritmos, que chega, mais tarde, à definição de logaritmo não através da álgebra, mas através da 
geometria. Considerando um segmento de recta [AB] e uma semirecta    , com dois pontos, C e F, que 
começam a mover-se simultaneamente a partir de A e D, respectivamente, seguindo as linhas (figura 
40). Seja x =        e y =       . Supondo C a mover-se com uma velocidade numericamente igual a y e F a 
mover-se com velocidade uniforme, Neper definiu a distância x como sendo o logaritmo de y, isto é, x = 
log y. 
 
Fig. 40  
Neper desenvolveu esta ideia, concluindo que, numa sucessão de períodos de tempo iguais, y decresce 
em progressão geométrica e x cresce em progressão aritmética, chegando desta forma ao princípio base 
de um sistema logarítmico: a associação de uma progressão geométrica a uma aritmética. Um dos 
resultados que Neper retirou desta ideia foi:  Se  
 
 
 
 
 
  então                     .  
 Neper publica, em 1614, na sua obra Mirifici logarithmorum canonis descriptio, a primeira tabela de 
logaritmos de base e, contendo os logaritmos de senos de ângulos, introduzindo à comunidade científica 
o cálculo logarítmico. As suas tabelas de logaritmos de funções trigonométricas foram usadas por quase 
um século, principalmente no auxílio dos cálculos em astronomia e navegação. 
Henry Briggs , um matemático de referência na altura, professor de geometria no Gresham College, em 
Londres, retomou estas ideia de Neper, e, em conjunto, resolvem alterar a teoria dos logaritmos de 
forma a que o logaritmo de 1 fosse zero e o logaritmo de 10 fosse uma potência adequada de 10, 
surgindo assim os logaritmos de Briggs, os logaritmos usuais de base 10. Utilizando a progressão 
geométrica das potências de 10, o logaritmo de Briggs de um número a é o expoente x tal que 10x = a. 
(Albuquerque, C., Nápoles, S., 2011).    
O trabalho de foi usado por Edmund Gunter, também professor no Gresham College. Este estava 
interessado em problemas de astronomia, navegação e construção de relógios de sol, áreas que 
requeriam cálculos laboriosos envolvendo elementos trigonométricos. Neste processo, Gunter 
completou as tabelas de logaritmos de senos e tangentes de Neper e Briggs para intervalos de 1 minuto 
de arco, que publicou em 1620. Este professor estava bastante familiarizado com o uso do compasso 
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para medição de distâncias e rapidamente percebeu que, ao gravar uma escala de logaritmos num 
pedaço de madeira, a adição de logaritmos poderia ser feita através da adição de distâncias utilizando o 
compasso. Este pedaço de madeira ficou rapidamente conhecido por Linha de Números de Gunter 
(Williams, 1997; Eves 1969). Na figura 41 podemos ver um esquema dessa linha de números. 
 
Fig. 41 – Representação esquemática da Linha de Números de Gunter (imagem retirada de Eves (1969)). 
 
No seguimento dos trabalhos de Neper, Briggs e Gunter, em 1622, William Oughtred (1574?-1660), 
matemático inglês de renome, sacerdote durante algum tempo, teve a ideia de calcular as adições e 
subtracções através de duas escalas logarítmicas deslizantes ou de dois discos concêntricos, de 
tamanhos diferentes, contendo estas mesmas escalas, deslizando um dentro do outro. A este último, 
chamou-lhe Círculos de Proporção9. No entanto, Oughtred não estava muito interessado na construção 
da ferramenta em si, não se dando ao trabalho de publicar as suas ideias, tendo-as descrito apenas a um 
dos seus pupilos, Richard Delamain, que as publicou no seu livro Grammeologia, em 1630, como sendo 
suas. Foi apenas nessa altura que outro dos pupilos de Oughtred, William Forster, o convenceu a 
publicar um livro descrevendo estes instrumentos e seu funcionamento. Essa obra saiu em 1632, ano 
que usualmente se aponta como sendo o ano da invenção da régua de cálculo. (Eves, 1969; Williams, 
1997). 
A dificuldade de fabrico destes instrumentos, nomeadamente a forma deficiente como as escalas eram 
gravadas e a consequente existência de erros nos cálculos, tornaram a utilização da régua de cálculo 
muito limitada até meados do século XIX. Somente em 1850 se contornou as maiores dificuldades de 
utilização da régua de cálculo quando um jovem oficial francês, Amédée Mannheim, introduziu um 
cursor móvel ligando as escalas. Este cursor tornou-se tornou parte integrante da mesma, nascendo 
desta forma a régua de cálculo que permaneceu em uso até meados da década de 70. (Williams, 1997).  
                                                            
9 Alguns exemplares destes círculos de proporção ainda se conservaram até aos nossos dias. 
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Apesar de todas se parecerem entre si, existem muitos tipos de régua de cálculo, divididas por 
categorias de aplicação: para cada finalidade existem réguas com escalas específicas10. Michael Collins, 
piloto do módulo de comando que aterrou na lua em 1969, usou uma régua de cálculo linear com escala 
log log, a Pickett Model N600-ES (Eye Saver). Uma fotografia bastante famosa dos aeronautas mostra 
Collins, ao centro, com a régua de cálculo no bolso frontal do fato espacial (fig. 42). 
 
Fig. 42  
Existe uma profusão de modelos de régua de cálculo linear, mas todos funcionam segundo as mesmas 
regras base. São constituídas por uma régua dupla em que as duas partes são separadas por uma fenda 
longitudinal em que corre uma terceira régua, funcionando como lingueta móvel, como ilustrado na 
figura 43. Estas réguas são graduadas nos bordos - e, por vezes, no meio - e sobre elas desloca-se um 
cursor com traços verticais destinados a alinhar as leituras. Na lingueta (C) e numa das réguas fixas (D) 
estão gravadas escalas logarítmicas. Os comprimentos a partir da origem não são correspondentes aos 
números inscritos, mas sim aos seus logaritmos (na base 10). Por exemplo, para efectuar o produto de 2 
por 3, alinha-se o traço inicial da lingueta C com o 2 da régua fixa D e procura-se o traço da régua fixa 
alinhado com o 3 da lingueta; lê-se na escala da régua fixa (D) o número 6.  
 
                                                            
10 É de referir a invenção, ainda no século XIX, pelo astrónomo português almirante Campos Rodrigues, de um tipo especial de 
régua de cálculo adequada a cálculos astronómicos. 
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             C            D                Visor com linha          Régua móvel       Réguas fixas 
Fig. 43 – Régua de cálculo linear, com legendas. 
 
As escalas móveis podem tirar-se e acrescentar-se conforme a necessidade de cálculo, dependendo do 
contexto do problema. Existiam escalas para muitas situações diferentes e encontra-se, inclusive, 
referência a escalas que convertiam o comprimento do gado em peso (fig. 44) ou que resolviam as 
equações para selecção do tamanho apropriado para as válvulas industriais de controlo de fluidos. 
 
Fig. 44 - John Rabone & Sons, 1892  -  Régua de cálculo para gado  
 
Para cálculos envolvendo nos resultados mais de dois algarismos, as réguas de cálculo só permitem a 
obtenção de valores aproximados, sendo o terceiro algarismo calculado por estimativa. Apesar desta 
limitação, a utilidade da régua de cálculo foi indiscutível pela sua facilidade de manejo e pela rapidez das 
operações. Por exemplo, um cálculo como 1345 x 3442= ? é resolvido em poucos segundos com uma 
régua de cálculo, mas o melhor resultado que se consegue obter é uma aproximação de 4.629.490, 
nomeadamente 4.650.000.  
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Um exemplo da sua utilização nas escolas portuguesas de 1977, que podemos encontrar no Guia para a 
Utilização do Compêndio de Matemática, de José Sebastião e Silva, encontra-se na figura 45.  
 
Fig. 45 – Exemplo de utilização da régua de cálculo, J. Sebastião e Silva.  
Por diversas vezes este autor chama a atenção do utilizador para os erros de aproximação nos 
resultados fornecidos pela régua de cálculo, sugerindo, no entanto, formas de aproveitar estes 
resultados para desenvolver outras competências nos estudantes. 
“Convirá, agora, informar o aluno de que a sua régua de cálculo lhe permite resolver rapidamente 
muitos destes problemas, com aproximação suficiente, e adestrá-los no uso da régua para esse fim.” 
(Silva,J.S., 1977, p.23) 
 “Podem agora fazer-se exercícios numéricos sobre os vários casos de resolução de triângulos 
rectângulos, utilizando primeiro a régua de cálculo e introduzindo em seguida as tábuas logarítmicas, 
mostrando que se obtém assim maior aproximação11.” (Silva,J.S.,, 1977, p.31) 
“Aliás, logo na primeira aula se deve começar (ou recomeçar) o uso da régua de cálculo, que põe o aluno 
em contacto directo com a ideia de aproximação” (Silva,J.S.,, 1977, p.53) 
O tamanho das réguas lineares mais usuais é aproximadamente 25 cm, mas existe também a versão de 
bolso, com 12 cm aproximadamente, e a versão escolar, com cerca de 2 m.  
                                                            
11 Observe-se que nas operações com réguas de cálculo não são tomadas em conta as vírgulas, que são colocadas 
mentalmente. 
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As réguas de cálculo circulares, provenientes dos Círculos de Proporção de William Oughtred, 
começaram a surgir por volta de 1950 (Calvert, n.d.). O uso da régua circular evita o problema de escalas 
a sair para fora da régua, todas as partes da escala estavam constantemente em contacto. No entanto, 
tem um número mais limitado de escalas disponíveis e as escalas consideradas menos importantes 
estão mais perto do centro, o que aumenta o erro de cálculo. 
Esta é uma régua de cálculo usada pelos pilotos de aeronaves, como ajuda na navegação estimada: em 
terra, para ajudar no cálculo do gasto de combustível, para calcular o factor de correcção do vento, 
tempo de viagem, entre outros; no ar, para calcular a velocidade. A parte de trás está feita para calcular 
o factor de correcção do vento (à velocidade e rota). Também efectua variadas conversões: tempo, 
distância, temperatura, entre outras. 
Estas réguas dividem-se em duas categorias base:  
A - com dois ponteiros. (fig. 46)  
B - com um ponteiro e um disco livre, as mais parecidas com as réguas lineares. 
  
 
Ainda há outro tipo de réguas de cálculo: as cilíndricas. Estas surgiram em resposta à necessidade de 
diminuir o erro de aproximação dos cálculos. Nestes modelos, é possível utilizar escalas muito maiores, 
logo, mais precisas. 
Existem dois tipos de réguas de cálculo cilíndricas: 
A – Com escalas em hélice (fig. 47)  
B – Com barras. (fig. 48)  
 
Fig. 46 - Régua de cálculo circular Pickett com dois cursores (Tipo A). O reverso 
tem uma escala adicional e um cursor.  
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Fig. 47 – Modelo Otis King (tipo A). 
 
 
Fig. 48 - Modelo Thatcher, construído em papel (tipo B). David White, Essex, Massachusetts. 
 
 
As réguas de cálculo caíram em desuso com o aparecimento das 
calculadoras electrónicas no mercado. No entanto, há uma régua de 
cálculo que ainda permanece em uso diário em todo o mundo: a E6-B 
(fig. 49). Está disponível em lojas de material de aviação e continua a ser 
amplamente utilizada, em aviões pequenos, como um dispositivo 
primário ou de backup, por exemplo, na estimativa da posição de um 
avião sem observação astronómica (apenas aplicando a uma posição 
conhecida o rumo e a distância percorrida desde esse ponto). Embora o 
GPS tenha reduzido o uso deste método, a maioria das escolas de voo 
exigem aos seus alunos que tenham um certo grau de proficiência na sua 
utilização.  
 
 
Fig. 49 - Régua de cálculo 
circular E6-B. Utilizada na 
aviação dos anos 60/70.  
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Nas escolas dos EUA, ensina-se como usar a régua de cálculo. Muitos destes alunos acabam por 
participar num concurso anual internacional, aberto a todos, o International Slide Rule Championships – 
ISRC. A instituição Slide Rule Museum tem vários programas para fomentar o uso e compreensão dos 
métodos de utilização da régua de cálculo, como o programa de empréstimo gratuito de réguas às 
escolas ou a dinamização de seminários explicativos. 
A nível universitário, estudantes da Universidade de Waterloo, Ontario, Canadá, organizaram uma 
exposição com réguas de cálculo doadas pela ISRM, promovendo a sua aprendizagem e uso nas escolas 
(fig. 50 e 51). 
 
Fig 50 - exposição de réguas de cálculo na universidade de Waterloo, Canadá. 
 
 
Fig 51 – Imagem de uma acção de sensibilização desenvolvida numa escola de Joplin, EUA. 
 
Na Europa não se encontram evidências da sua exploração em escolas do ensino básico nem secundário. 
Em Portugal, a era das réguas de cálculo entrou em declínio com o aparecimento da máquina de calcular 
científica de bolso, a Hewlett-Packard HP-35, em 1972. Em 1976, os estudantes portugueses de 
engenharia adquiriam pequenas calculadoras desenvolvidas pela Texas Instruments, as TI-30. À medida 
que as calculadoras científicas se tornavam mais acessíveis, as réguas de cálculo fora desaparecendo.  
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5. As calculadoras  
 
O uso da numeração de posição e do zero foi essencial para o desenvolvimento da mecanização do 
cálculo aritmético e da matemática. Nesta altura, estavam já conhecidas as ferramentas teóricas e 
mecânicas (alavancas, rodas dentadas, roscas sem-fim, engrenagens) para a construção de uma 
máquina de calcular, mas os materiais necessários e as capacidades práticas dos trabalhadores ficavam 
muito aquém do requerido para a sua construção. Havia também que imaginar novas técnicas de forma 
a conseguir que aparelhos mecânicos produzissem alguns dos movimentos necessários para efectuar 
simples cálculos aritméticos. Foi finalmente no séc. XVII que Leibniz, Pascal e Schickard iniciaram a 
história da automatização dos processos de cálculo, concebendo as primeiras calculadoras mecânicas. 
Trabalhar com este tipo de calculadora ajuda a perceber os algoritmos que serviram de base para a sua 
construção, pois a calculadora mecânica acompanha o algoritmo manual. Pode ver-se as rodas dentadas 
a movimentar-se e, inclusive, o transporte, nas adições, através do movimento dos carretos.12 Um longo 
caminho foi percorrido na história das calculadoras, desde estas frágeis máquinas mecânicas, que 
habitualmente traziam bastantes problemas de utilização até às calculadoras electrónicas de hoje, 
verdadeiros computadores de bolso. 
  
5.1. As calculadoras mecânicas 
Os créditos da construção da primeira calculadora mecânica com transporte são usualmente atribuídos 
a Pascal, mas o trabalho desenvolvido pelo Professor Bruno Baron von Freytag Loringhoff nos anos 50 e 
60 mostra que, na realidade, estes pertencem, até agora, a Wilhelm Schickard, que, em 20 de Setembro 
de 1623 escreveu uma carta a Kepler onde anunciava que tinha construído uma máquina que conseguia 
calcular. Esta máquina não foi encontrada até hoje, mas achou-se um rascunho dos seus desenhos 
originais no meio de uma cópia das Rudolphine Tables, pertencente a Kepler (Williams, 1997). Este 
rascunho permitiu a posterior reconstrução da máquina de Schickard. Dois destes desenhos estão 
representados na figura 52.  
 
                                                            
12 Neste momento está patente uma exposição na Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa, intitulada O 
cálculo de ontem e de hoje, onde se podem observar alguns exemplares de diversos instrumentos de cálculo 
aritmético, incluindo algumas calculadoras mecânicas. 
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Fig. 52 – Desenhos da máquina de calcular de Schickhard, enviados por este a Kepler. (Imagem retirada de 
Williams, 1997) 
 
Em 1642, com apenas 19 anos, o matemático francês Blaise Pascal desenhou um engenho que realizava 
adições e subtracções com transporte (fig. 53). Ao ajudar o seu pai, Etienne Pascal, cobrador de 
impostos, com os fastidiosos cálculos que a profissão lhe exigia, Pascal resolveu inventar uma forma de 
acelerar o processo de cálculo. Na sua concepção, esta máquina tinha capacidade para aceitar números 
até oito dígitos e podia utilizar diversos sistemas de numeração. Na prática, o delicado instrumento 
produzido pelos artesãos locais, habituados a trabalhos mais grosseiros, revelou grandes falhas de 
funcionamento. Pascal construiu durante a sua vida cerca de 50 máquinas de calcular, todas baseadas 
no modelo de funcionamento desta primeira (Williams, 1997). 
 
Fig 53 – Máquina de Pascal aberta, mostrando a sequência de rodas dentadas, cada uma com 10 dentes. Está 
exposta no Conservatoire des Arts et Métiers, em Paris. 
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Em 1672, Gottfried Leibniz, apresentou em Londres um modelo da sua máquina de calcular aos 
membros da Royal Society. Este modelo, construído em 1671, em madeira, permitiria adicionar, 
subtrair, multiplicar e dividir, mas, na sua apresentação, revelou bastantes problemas técnicos, pelo que 
Leibniz foi convidado a fazer nova apresentação depois de realizadas as alterações necessárias. Só em 
1674 foi finalmente apresentada a versão definitiva, depois de Leibniz ter encontrado em Paris o 
relojoeiro Olivier, conhecido pela sua perícia e precisão em trabalhos finos, e lhe ter encomendado a 
finalização da sua máquina. (Williams, 1997). 
O primeiro modelo a ser comercializado com sucesso foi o aritmómetro de Colmar. Em 1820, Charles-
Xavier Thomas de Colmar, director de uma companhia de seguros, inventou esta máquina de grande 
sucesso comercial, baseada nos projectos de Leibniz de 1671 (Eves, 1969). 
Relativamente a calculadoras pequenas, para uso comercial, apenas em 1875 foi criado, por Frank S. 
Baldwin, um novo mecanismo de introdução de números numa máquina de calcular, introduzido depois 
na Europa por Willgott T. Odhner. Os modelos Original-Odhner, Brunsviga, Triumphator (fig. 54), 
Marchant, Rapide, Dactyle, Britannic, Arrow, Éclair, Vaucanson são vários nomes para esta mesma 
máquina, que foi produzida em massa e comercializada em vários pontos do globo desde 1880 até 
meados séc. XX. 
 
Fig. 54 - Triumphator 
Um pouco mais tarde, em 1885, Dorr E. Felt, industrial americano concebe o uso do teclado para dados 
e comandos. Esta máquina já era capaz de executar de forma rápida e fiável adições e subtracções com 
vários algarismos. Nas mãos de um operador experiente, os computómetros de Felt podiam somar 
números muito rapidamente, já que todos os dígitos de um número poderiam ser inseridos 
simultaneamente usando tantos dedos quanto o necessário, tornando a utilização dos computómetros 
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bastante rápida.13 As próximas calculadoras concebidas para desempenhar funções semelhantes às 
anteriores, foram já calculadoras electromecânicas.  
Entretanto, era premente dar resposta a outro tipo de necessidades: construção de calculadoras, que 
tivessem por objectivo realizar cálculos em escala industrial. O grande pioneiro neste campo foi o 
matemático inglês Charles Babbage. 
Em 1822, Babbage projecta um computador mecânico, que não chegou a sair do papel, denominado 
Máquina de Diferenças, devido ao método das diferenças finitas utilizado na sua concepção. A grande 
diferença em relação às máquinas de Schikard, Pascal ou Leibniz residia em não ter sido concebida para 
efectuar as operações do dia-a-dia, mas sim para calcular uma série de valores numéricos e, 
automaticamente, imprimir os resultados. Babbage pensava em calcular automaticamente tabelas de 
funções logarítmicas e trigonométricas que continham milhares de números.14 Esta máquina não chegou 
a ser construída, e, em 1834, Babbage projecta a máquina analítica. Também não conseguiu concluir a 
sua construção, por falta de ferramentas de precisão que ainda não existiam na época. Esta máquina já 
permitia a programação externa, através de cartões perfurados; era constituída por uma memória, onde 
se guardavam números e resultados intermédios, por um moinho, onde os cálculos eram efectuados, 
pela unidade de controlo, que controlava a ordem pela qual as operações eram feitas, e por 
mecanismos de entrada e saída. Esta primeira estrutura é precursora dos modernos computadores 
electrónicos e, se fosse construída, teria o tamanho de uma pequena locomotiva. (Swade, 1991) 
Em 1890, o norte-americano Herman Hollerith cria um processador de dados electromecânico que 
usava cartões perfurados para inserir dados de forma a responder às crescentes necessidades de 
rapidez de cálculo do governo americano. Mais especificamente, em 1880, o governo americano decidiu 
que o país seria recenseado a cada dez anos, a partir de 1890. Mas, com as técnicas existentes, 
                                                            
13 Devido à rapidez de inserção de dados, permaneceram em uso, em quantidades limitadas, para aplicações 
especializadas, até início dos anos 1990. Com excepção de um número muito reduzido de máquinas, hoje todas 
têm sido substituídas pelo uso de software de computador. 
14 Para se fazer uma ideia, em 1794 cem pessoas, sob o comando de G. F. Prony e com patrocínio do governo 
francês, foram incumbidas do cálculo manual de várias tabelas de números naturais, incluindo tabelas de 
logaritmos para números entre 1 e 200.000 com 19 casas decimais de precisão. A tarefa, que incluía também 
tabelas para funções trigonométricas, demorou 2 anos a ser completada, sendo cada resultado calculado duas 
vezes por pessoas diferentes, para minimizar a ocorrência de erros. O resultado final, apenas para os logaritmos: 
tabelas que continham um total de 8 milhões de dígitos decimais. Para reduzir os custos, a maior parte da equipa 
era composta por pessoas que sabiam apenas executar operações de adição e subtracção, supervisionadas por 
uma pequena equipa de matemáticos. 
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estimava-se que o trabalho estatístico sobre os dados colectados levaria mais de 10 anos para ser feito. 
Hollerith, engenheiro e funcionário do departamento de censo, propôs um sistema para manipulação 
automática dos dados através de uma máquina para tabulação de cartões perfurados (fig. 55).  
Aplicando-se o sistema de Hollerith, os dados referentes aos 62 milhões de americanos foram 
processados em menos de 2 meses (Ifrah, 1997). 
Em 1896 Hollerith fundou a Tabulating Machine Company, mais tarde transformada, pela fusão com 
outras empresas, na Computing-Tabulating-Recording Company. Esta companhia foi rebaptizada em 
1924 para International Business Machine Company, a bem conhecida IBM. 
 
Fig 55 - Máquina de Hollerit 
 
5.2. Calculadoras electromecânicas 
Relativamente às pequenas calculadoras, a primeira máquina 
electromecânica surgiu em 1908, fruto do trabalho dos suíços 
Rechnitzer e Edwin Jahnz: a Madas (fig. 56), a primeira divisora 
directa que só parava quando a divisão terminava. Foi 
comercializada a partir de 1913.       Fig. 56 - Madas 
 
Em 1948, proveniente da necessidade de se ter uma máquina que se pudesse transportar com 
facilidade, surgiu a calculadora Curta (fig. 57): “…esta máquina era silenciosa e quase perpétua, cabia no 
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bolso ou numa mala e podia funcionar em qualquer parte. Teve sucesso comercial considerável até início 
dos anos 70, quando foi suplantada pela calculadora electrónica.” (Ifrah, 1997, p.614)  
Fig. 57 – Calculadora Curta. Efectuava as 4 operações elementares. 
 
Relativamente a calculadoras industriais, no início do século XX surge a Máquina de Turing (fig. 58), 
autómato lógico programável, capaz de efectuar automaticamente cálculos de todas as espécies, com 
quaisquer tipos de dados exprimíveis através de símbolos abstractos. 
 
 
Fig. 58 - Máquina de Turing. 
 
5.3. Calculadoras electrónicas 
No início do século XX, com o aparecimento de novas tecnologias, surgiram novas máquinas, com 
potencialidades cada vez mais alargadas. Com sistemas que integravam cartões perfurados, tubos de 
vácuo, relés ou transístores, as calculadoras sofreram uma evolução nunca vista até então. 
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Em 1942, Desch, Kniess e Mumma, em Ohio, EUA, criaram uma calculadora experimental electrónica, 
comercializada somente 10 anos mais tarde. Funcionava à base de tubos de vácuo, o que a tornava 
milhares de vezes mais rápida que as calculadoras electromecânicas de 1930. As desvantagens: era 
extremamente frágil, muito cara e gastava muita energia.  
Felizmente, a partir de 1947, com a invenção do transístor (um semicondutor que permite diminuir a 
duração do trajecto percorrido pelos impulsos eléctricos num circuito e dissipar muito menos calor), 
puderam construir-se máquinas muito mais eficazes, resistentes e silenciosas.  
A calculadora Anita, fabricada em 1959 por Bell Punch and Co., empregava já esta nova tecnologia - os 
transístores. Tinha o tamanho de uma pequena mala, teclado completo, um visor único que servia para 
leitura de dados e resultados e doze tubos de néon, alinhados lado a lado, onde apareciam algarismos 
luminosos desses dados/resultados. As calculadoras Anita Mark VII (fig. 59) e Anita Mark VIII foram 
lançadas simultaneamente no final de 1961 como as primeiras calculadoras electrónicas de escritório do 
mundo. Ainda incluíam tubos de vácuo. (Williams,1997) 
 
Fig. 59 - primeiro modelo de escritório: ANITA Mk VII. 
As primeiras calculadoras puramente electrónicas apareceram no início dos anos 60. Com o 
aparecimento do microprocessador e devido à utilização do circuito integrado (milhares de transístores 
e condensadores são encaixados numa caixa de dimensões reduzidas) e de transístores de silício, os 
modelos foram reduzindo o seu tamanho e o seu preço foi descendo, acompanhando esta redução. 
Assim nasceram as primeiras calculadoras de bolso, no início dos anos 70. A visualização dos dígitos 
inseridos era feita através de LED (Light Emitting Diode) – os algarismos apareciam em mostradores 
luminosos.  
Em 1972 é comercializada, pela Sinclair, a calculadora de bolso Sinclair Executive e lançada, pela Hewlett 
– Packard, a primeira calculadora electrónica programável portátil (Ifrah, 1997). 
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Neste ano, 1972, começaram a aparecer as calculadoras científicas de 
bolso no ensino superior em Portugal, nomeadamente nos cursos de 
Engenharia. Entre os estudantes da Faculdade de Ciências da Universidade 
de Lisboa, a primeira calculadora a surgir foi a HP-35 (fig. 60), que inovava 
por ter funções transcendentes. Logo de seguida aparece a HP-45 e, 
posteriormente, a HP-21. O preço não era de todo acessível, e vários 
estudantes as pagavam a prestações. 
(Uma lista cronológica do aparecimento das calculadoras até este ponto 
pode ser consultada no anexo 1.) 
Fig. 60 – HP-35 (versão 1).  
5.4. Calculadoras Actuais 
Hoje em dia, a calculadora básica (fig. 61) efectua as operações elementares (+, 
-, x, /) e efectua cálculo de raízes quadradas. É usada em mercados, feiras e 
lojas, para determinar, por exemplo, o valor total dos artigos transaccionados, 
para determinar o valor do IVA ou para calcular o valor de um desconto, assim 
como numa multiplicidade de actividades e por pessoas de todas as profissões 
e estratos sociais. Quase todos trazemos uma connosco, uma vez que os 
telemóveis vêm equipados com esta funcionalidade.  
                Fig 61  
A calculadora científica, como a Casio fx–350MS (fig. 62),  é muito usada nas 
escolas, nomeadamente no 3º ciclo do Ensino Básico, e em profissões mais 
técnicas. Devido à sua precisão, deixa de ser necessário a consulta de tabelas 
trigonométricas e de logaritmos; usadas no modo estatístico, permitem o 
cálculo rápido de média, desvio-padrão, coeficiente de correlação e coeficientes 
da equação de rectas de regressão; podem efectuar operações com fracções 
sem as reduzir à forma decimal e realizar divisões inteiras. Os modelos mais 
sofisticados podem mesmo calcular funções transcendentes elementares: 
trigonométricas, logarítmicas, trigonométricas inversas e exponencial. 
A calculadora gráfica, nascida nos anos 80, está hoje muito mais avançada e é de utilização obrigatória 
na disciplina de Matemática do Ensino Secundário. São calculadoras programáveis e vieram revolucionar 
Fig 62 
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o ensino da matemática, pois são pequenos computadores de bolso com imensas potencialidades a 
nível de cálculo e traçado de funções, entre outras.  
Os modelos mais usados nas escolas, hoje, são o fx-9860G, da Casio (fig. 63) e o TI-84 Plus, da Texas 
Instruments (fig. 64). Também já se utiliza a TI-Nspire, da Texas Instruments, em algumas escolas. 
                                  
Fig. 63 - Casio Fx 9860G       Fig. 64 - TI– 84 Plus  
Estas calculadoras têm uma grande capacidade de memória, fazem análise gráfica interactiva, trabalham 
com números complexos, probabilidades e estatística avançada e permitem receber actualizações ao 
seu software através da Internet.  
As últimas calculadoras gráficas (e admissíveis no exame nacional de 12ºano) lançadas por estas duas 
companhias são mostradas abaixo. Alguns alunos provenientes de meios mais favorecidos já as utilizam. 
Apresentam um ecrã a cores, de alta definição, são mais leves e finas e permitem visualizar fotografias, 
sobrepor-lhes gráficos, pontos, etc. A Casio CG-20 funciona através de menu por ícones, semelhantes 
aos ambientes dos modelos anteriores. A TI-Nspire Cx HandHeld tem 6 ambientes principais: 
Calculadora, Gráficos e Geometria, Dados e Estatística, Listas e Folha de Cálculo, Notas, Recolha de 
dados (Vernier Data Quest) - e ainda um ambiente de Programação. Pode utilizar-se o Touchpad para 
navegar entre menus para uma utilização mais intuitiva.  
Existem, ainda, as calculadoras com CAS (Computer Algebra System – Cálculo Simbólico), que aparecem 
no mercado em 1995, e que permitem realizar manipulação simbólica. Com as calculadoras CAS é 
possível resolver problemas aritméticos das mais diferentes áreas da matemática, desde o cálculo de 
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tarefas simples, até ao trabalho com expressões simbólicas, como variáveis, funções e matrizes. No 
entanto, por terem estas funcionalidades não são autorizadas no exame nacional de Matemática de 
12ºano. Alguns exemplos são a TI-Nspire CAS, a Voyage 200 (Texas Instruments)  e a Casio ClassPad 330. 
 
6. Computadores 
 
Ao contrário do que a maioria das pessoas pensa, o computador não é uma ferramenta recente. O 
primeiro computador data de 80 a.C.. Tem o nome de  Mecanismo de Antykera e é um instrumento 
usado para cálculos de navegação no Mediterrâneo. Considerado um computador de programa fixo, é 
uma máquina com um nível de complexidade semelhante à encontrada num diferencial de um 
automóvel, algo que não voltou a aparecer na Europa até 1575. (Williams, 1997) 
Em termos computacionais, o marco seguinte foi a Máquina Analítica que Charles Babbage concebeu 
por volta de 1840. Os algoritmos e a linguagem de programação foram desenvolvidos por Ada Augusta 
Byron, filha de Lord Byron. (Swade, 1991).  
Segundo Williams (1997), até 1930 não houve grandes desenvolvimentos nesta área. Somente neste 
ano, procurando dar resposta às necessidades da ciência e dos vários sectores de actividade, se começa 
a traçar o caminho dos modernos computadores: nos Estados Unidos, o engenheiro electricista 
Vannevar Bush desenvolve um computador usando válvulas de rádio.  
Em 1941, no Technische Hochschule (Alemanha), Konrad Zuse foi o primeiro a desenvolver máquinas de 
cálculo controladas automaticamente. Construiu o Z3, possivelmente o primeiro computador 
electromecânico de propósito geral. Esta máquina enorme ocupava toda uma sala. Também em 1941, 
durante a segunda grande guerra mundial, foi criado, a partir do ábaco, o Colossus, um computador 
inglês projectado pela equipa liderada por Alan Turing em Bletchley Park.15 O seu principal objectivo era 
fazer a criptoanálise de códigos ultra-secretos utilizados pelos nazis. Independentemente dos trabalhos 
do alemão Zuze, em 1944 surge nos EUA o Mark I, um computador electromecânico construído pela 
IBM. Era maior e mais lento do que o Z3 de Zuze. Com a construção destas máquinas, teve início uma 
época frutífera em avanços tecnológicos. Desde 1900 até 2000, a evolução dos computadores deu-se a 
                                                            
15 Bletchley Park, também conhecido como Station X ,é o nome de uma antiga instalação militar secreta localizada 
em Bletchley (em Inglaterra, a 80 km a norte de Londres) na qual se realizaram os trabalhos de decifração de 
códigos alemães durante a Segunda Guerra Mundial. Recebeu o nome da mansão victoriana que é o seu edifício 
principal. 
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uma velocidade estonteante. O desenvolvimento computacional divide-se em várias fases, ou gerações, 
que irão ser descritas nas páginas seguintes16.  
 
1ª Geração (1945-1955) 
A primeira geração de computadores foi constituída por computadores construídos à base de válvulas 
electrónicas/tubos de vácuo. 
Em 1945, John von Neumann, consultor do projecto ENIAC (Electronic Numerical Integrator and 
Calculator), propôs a construção do EDVAC (Electronic Discrete Variable Computer), o primeiro 
Computador de Programa Armazenado. No ano seguinte, os engenheiros norte-americanos John 
Mauchly e Presper Eckert construíram na Moore School of Electrical Engineering, da Universidade da 
Pensilvânia, o ENIAC, o primeiro computador electrónico projectado, com 19.000 tubos de vácuo e 
1.500 relés (interruptores accionados electricamente), pesando 30 toneladas. O ENIAC foi desenvolvido 
para servir os interesses bélicos dos EUA na II Guerra Mundial e serviu para fazer os cálculos no 
desenvolvimento da bomba atómica, embora tivesse capacidades de cálculo inferiores às das actuais 
máquinas de calcular de bolso (Eves, 1969; Williams 1997). 
O primeiro computador comercialmente disponível, o UNIVAC, apareceu em 1951 e baseava-se no 
ENIAC. Todos estes computadores eram programados para uma tarefa específica; cada computador 
tinha um código máquina diferente (em linguagem binária), utilizavam de tubos de vácuo, responsáveis 
pelas suas enormes dimensões, e tinham tambores magnéticos para armazenar dados.  
 
2ª Geração (1956 - 1963) 
Com o aparecimento dos transístores, em 1948, os volumosos tubos de vácuo caíram em desuso, pois o 
transístor possibilitou construir computadores de menor tamanho. O primeiro computador que utiliza 
transístores surge em 1956, no MIT – Instituto de Tecnologia de Massachusetts.  
Para acomodar estas transformações, o código máquina foi substituído pela linguagem ASSEMBLY, que 
em vez de códigos binários usa códigos abreviados. Mais tarde, em 1957, surge a linguagem de 
programação FORTRAN, uma das primeira linguagens de programação de alto nível (mais parecida com 
a linguagem corrente), e, em 1959, a linguagem COBOL. 
                                                            
16 Para uma lista cronológica mais pormenorizada, consulte-se o anexo 2. 
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Em Portugal, um dos primeiros computadores de 2ª geração a surgir foi o IBM 1620, em 1962, instalado 
na Fundação Calouste Gulbenkian. Outro destes exemplares foi adquirido, no mesmo ano, pela 
Hidroeléctrica do Cávado. Em Março de 1968, devido aos esforços dos Profs. Rogério Nunes e Fernando 
Serrão17, foi instalado o computador Elliot modelo 4100 (fig. 65) na Faculdade de Ciências da 
Universidade do Porto. Na mesma altura, Divisão de Matemática Aplicada do LNEC - Laboratório 
Nacional de Engenharia Civil - e o Centro de Cálculo da FCG instalavam modelos semelhantes. 
(Albuquerque, C. & Nápoles, S., 2011). 
Fig. 65 - Elliot 4100 
O Modelo Elliot 4100 era equipado com unidades de entrada e saída de dados consubstanciadas num 
leitor de fita de papel perfurada, um perfurador de fita de papel e um traçador de gráficos. A 
programação era realizada utilizando as linguagens de programação ALGOL, FORTRAN IV e LINGUAGEM 
H. Algumas das aplicações deste sistema eram o cálculo automático de/para estruturas, barragens de 
betão, barragens de terra, estradas e aeródromos, prospecção geotécnica, hidráulica, edifícios e 
observação de obras e geodesia.  
 
3ª Geração (1964-1970) 
A 3ª geração surgiu com a utilização dos circuitos integrados, uma técnica de microcircuitos. Nesta fase, 
os computadores realizam vários processamentos em simultâneo e já comportam um sistema operativo, 
que se encarrega das suas funções mais básicas. Relativamente a inovações, a primeira rede de 
computadores interligada por fios é criada em 1964 por Paul Baran (EUA) e em 1968, Douglas Engelbart 
cria um sistema com rato, teclado e janelas (Williams, 1997). 
 
                                                            
17 Em http://piano.dsi.uminho.pt/museuv/1960e4100.html 
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4ª geração (1971 - ) 
Em 1971, a Intel cria o MCS-4, primeiro microcomputador pessoal com o processador 4004. Os 
microprocessadores (chip) e os computadores têm dimensões cada vez mais reduzidas. Surge o VLSI 
(integração em muito grande escala) e a inteligência artificial. Estes computadores têm uma alta 
velocidade de processamento e um alto grau de interactividade.  
Nos anos 1980, a Sinclair entrou no mercado de computadores domésticos com o ZX80, lançando quase 
de seguida, em 1982, o ZX –Spectrum (fig. 66), o computador mais vendido na história da Grã-Bretanha. 
(Ifrah, 1997) 
 
Fig. 66 - ZX Spectrum 
Nesta década, foram fundadas a Microsoft e a Apple, duas empresas que se empenharam em 
desenvolver sistemas de software para os computadores domésticos. Surgiu o Windows, o Word e a 
World Wide Web. Já nos anos 90, aparece o navegador de internet Netscape Navigator e o Windows 95, 
trazendo incorporado o navegador Internet Explorer. A evolução computacional é, nos nossos dias, tão 
rápida que se torna praticamente impossível de descrever em poucas páginas. A verdade é que os 
computadores estão cada vez mais potentes, mais pequenos e mais acessíveis a todos. 
 
5ª geração 
Os computadores de 5ª geração ainda são apenas ideias teóricas ou protótipos em laboratório. A 
característica mais marcante desta geração é a Inteligência Artificial, que irá permitir à máquina aceitar 
comando de uma forma áudio-visual e seguir instruções, através do processamento paralelo e da 
tecnologia dos supercondutores. (Grigonis, n.d.) 
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CAP II – Auxiliares de Cálculo no ensino a partir de 1910 
 
A análise dos programas de Matemática do ensino desde 1910 até aos nossos dias evidencia a presença 
dos auxiliares de cálculo na educação em Portugal desde muito cedo. Sendo já considerados uma mais-
valia para aprendizagem dos números e da contagem desde meados do séc. XIX, os auxiliares de cálculo 
sofreram, durante este século, grandes mudanças. Das colecções de contagem até às potentes 
calculadoras e computadores, nunca um espaço de 100 anos conheceu tantas e tão ricas inovações. Os 
programas curriculares são pensados para incluir a utilização de ferramentas diversificadas e são 
reformulados periodicamente, dando ênfase aos auxiliares de cálculo que mais se enquadram com a 
corrente de pensamento matemático da época: a memorização, a concretização, a abstracção, o 
formalismo, a experimentação, e construção e o envolvimento activo foram alguns dos ideias chave da 
Matemática do séc. XX.. Durante este século houve um salto gigantesco em termos de recursos e hoje é 
impossível não se contemplar as potencialidades de cálculo das calculadoras e dos computadores no 
Ensino Básico e Secundário. No séc. XXI, assiste-se a uma Matemática Tecnológica: a própria 
Matemática evoluiu, aos ombros das potencialidades das novas tecnologias, alargando os seus 
horizontes a novas áreas e aplicações. 
Apesar de tudo, nas escolas de hoje o ábaco convive lado a lado com o computador, cabendo ao 
professor saber quando e como utilizar cada uma destas ferramentas. 
 
1. O século XX nas Escolas de Portugal 
Por tradição, a educação matemática, não era destinada a todos. O povo necessitava de trabalhar 
apenas alguns privilegiados tinham disponibilidade e meios para se dedicar aos estudos. Durante este 
século, apesar de muito gradualmente, a aprendizagem da Matemática foi-se tornando cada vez mais 
uma realidade, sendo, no ano corrente, não só acessível, mas obrigatória para todos. 
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1.1. A 1ª República 
Em 1910 o governo da 1ª República tomou em mãos a educação e sobretudo a alfabetização da 
população portuguesa, que rondava os 80% de analfabetos: “É certo que o nosso povo não sabe ler e 
escrever, (…) vejo distritos cujas estatísticas acusam o analfabetismo na enorme percentagem de 70, 80 
e nalguns até 90 por cento.” (Barreto, Diário do Senado, 1912) 
Neste período não existe, nas escolas públicas, estratégias ou metodologias de ensino específicas da 
Matemática. O ensino é fundamentalmente expositivo e à base da memorização: “Desde que na escola 
primária se pretendeu ensinar filosofia e matemática, a escola estragou-se. As crianças não aprendem, 
nem a somar, nem a multiplicar, diminuir e dividir; o estudo é metido na cabeça das crianças a martelo, 
a pontapé e à bofetada.” (Barreto, Diário do Senado, 1912) 
Com vista a combater essa situação, procedeu-se a uma reforma da Escola Primária Infantil e da Escola 
Primária Geral, a uma reorganização do Ensino Secundário do Estado e à criação de novas categorias de 
escolas: Escolas Móveis, Ensino Técnico e Escolas Primárias Superiores. Estas últimas, que tiveram início 
em 1919, permitiam o prosseguimento de estudos. Sendo gratuitas, eram uma alternativa ao Ensino 
Liceal, proporcionando às classes menos favorecidas a possibilidade de obter um diploma que lhes 
facilitaria o ingresso no mercado de trabalho, especialmente nos locais onde não existiam Escolas 
Secundárias. Possibilitava, também, a entrada nas Escolas do Magistério Primário e nos Cursos das 
Escolas Técnicas. Para apoiar a implementação desta reforma no ensino, o Governo elabora um 
conjunto de linhas orientadoras, apresentadas no Decreto-Lei nº5002, de 27 de Novembro de 1918 
(Diário do Govêrno, 1ª Série, de 28 de Novembro de 1918, nº257) - Programas do Ensino Secundário - e 
no nº227 da I Série do Diário do Govêrno, em 7 de Novembro de 1919 - Programas do Ensino Primário. 
Seguidamente serão abordadas algumas directrizes, que dizem respeito ao ensino da Matemática. 
No Ensino Primário Geral, as linhas mestras são “ensino através da experimentação, das actividades do 
dia-a-dia, de objectos e situações familiares ao aluno” (MEN, 1919).  
Encontra-se, neste decreto-lei, a primeira referência à utilização dos objectos dos Jogos Fröebelianos, 
por exemplo, para a criança adquirir a noção concreta de número. Neste programa, a disciplina de 
Trabalhos Manuais é considerada uma forma de aplicar todos os conhecimentos adquiridos nas 
disciplinas mais teóricas, como a Matemática: “A ferramenta, os instrumentos de trabalho são exemplos 
reais de mecânica, de geometria, de física, etc. Desde as matérias de que são feitos, da sua forma e 
feitio, até à sua função (…) há sempre uma infinita variedade de assuntos que podem servir de pontos de 
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partida para o ensino, demonstrando ou explicando metodicamente o que a criança faz ou pratica.” 
(MEN, 1919,  p.2372) 
Apesar deste programa recomendar que o professor deve “evitar a imposição de conceitos e as 
aprendizagens dogmáticas”, a metodologia seguida e prática corrente à época é fundamentalmente à 
base da resolução de um conjunto numeroso de exercícios, enfatizando-se a aprendizagem pela 
repetição e memorização. A nível do Ensino Primário Superior, a aposta continua a ser em “exercícios 
numerosos” e “variados e repetidos exercícios” (MEN, 1919).  
Nesta altura, a nível do Ensino Liceal, apenas se encontram referências relativas ao uso de tábuas de 
logaritmos como auxiliares de cálculo.  
 
1.2. Período compreendido entre 1926 e 1960 
Em 1926 deu-se a Revolução de 28 de Maio, ou Movimento do 28 de Maio, que pôs termo à Primeira 
República Portuguesa, levando à implantação da Ditadura Nacional (ou Ditadura Militar). Esta foi 
posteriormente transformada, após a aprovação da Constituição de 1933, em Estado Novo, regime que 
se manteve no poder em Portugal até à Revolução dos Cravos em 25 de Abril de 1974. 
As Escolas Primárias Superiores são extintas em 1926, sendo os novos programas para o Ensino Primário 
Elementar aprovados em 13 de Abril de 1929. No entanto, não há alterações no que concerne à 
utilização de materiais auxiliares do cálculo no ensino da Matemática. Os programas dos cursos da 
instrução secundária são aprovados no Decreto-Lei nº12594, de 2 de Novembro de 1926. Em termos de 
materiais manipuláveis sugeridos, em relação aos programas antigos, também não houve alterações. 
Em meados dos anos 20, Bento de Jesus Caraça (1901-1948) lecciona no Instituto Superior de Ciências 
Económicas e Financeiras, em Lisboa, destacando-se como colega, amigo e professor. Caraça deu uma 
importante contribuição para a democratização da cultura: um dos seus objectivos primordiais sempre 
foi promover um ensino liceal acessível a todos, através de uma abordagem metódica e estruturada da 
Matemática, baseada mais no raciocínio e no concreto do que em conceitos abstractos, tendo sempre 
em conta o indivíduo pleno, como um todo. A Matemática, ao desenvolver e estruturar o raciocínio e 
capacidade de resolução de problemas, era por ele vista como uma parte no processo de construção do 
indivíduo enquanto cidadão pró-activo do seu país: “ O ensino liceal é dirigido a todos, … e deve ter por 
objectivo fornecer os elementos de cultura geral e a capacidade de actuação indispensável a todo o 
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cidadão. Esta me parece que deve ser a sua finalidade – formar cidadãos – e não formar matemáticos, 
ou físicos, ou geógrafos ou alfaiates” (Gazeta de Matemática, nº 12, Outubro de 1942). 
Nas palavras de José Sebastião e Silva, outra figura marcante do panorama da educação Matemática em 
Portugal, “*Caraça+ não foi um investigador, isto é, não foi um criador de ciência. (…) O que devemos 
admirar, sim, é o seu esforço de autodidacta, as suas invulgares qualidades de trabalho, de que as 
«Lições de Álgebra e Análise» são um dos frutos. E sinto-me inclinado a admitir que, sob esse aspecto, a 
sua actividade foi realmente criadora; isto é, sou levado a pensar que Bento Caraça criou, efectivamente, 
um estilo de ensino da Matemática, de que eu próprio sou beneficiário.” (Diário de Lisboa, 25 de Junho 
de 1968). 
As obras produzidas por Bento de Jesus Caraça revolucionaram o ensino da Matemática, e ao 
modificarem-se as formas de ensino, modificaram-se também os recursos e métodos utilizados. Uma 
Matemática viva exige um tipo de ensino que não seja estático, que apele ao concreto – logo à utilização 
de material manipulável, principalmente nas classes iniciais. “E recordo-me bem do impacto que 
produziu quando o 1º volume apareceu, pela primeira vez em 1935. Surgia então como algo de 
inteiramente novo que causava surpresa e entusiasmo entre os jovens estudantes de várias escolas. Um 
seu primeiro aspecto que chamava a nossa atenção era o de apresentar a Matemática, como se fosse 
uma obra de arte, numa nova linguagem viva, clara, incisiva, cativante.' (Vértice, Nº 412, 413, 414, Silva 
J.S., 1978). 
Os programas curriculares oficiais vão fazendo referência a materiais que podem ser usados. Por 
exemplo, o Programa do Ensino Primário de 29 de Março de 1937 refere que “A educação seria feita na 
escola pela professora e na família pela mãi (…) sob forma de lição de cousas. (…) tanto quanto possível 
por meio de representações plásticas e gráficas, com o auxílio de material Fröebeliano e exercícios 
adequados.”  
Nesta altura, poucos ou nenhuns materiais manipuláveis são usados nas aulas de Matemática, tirando 
os instrumentos de medida como a balança, o metro, o relógio, o calendário, o nível e o fio-de-prumo. 
Também são referidos materiais para contagem, como botões, discos, pedrinhas ou feijões.  
Contudo, apesar de todos os esforços em reformular o ensino da Matemática, constata-se18 que o 
método utilizado no Ensino Primário na década de 30 era ainda à custa da memorização e repetição de 
um conjunto de regras e procedimentos. A tabuada era decorada e repetida até à exaustão, cantava-se 
                                                            
18  Através de questões dirigidas, no Norte, Centro e Sul de Portugal, em 2011, a um conjunto de 10 indivíduos 
entre os 85 e 88 anos (O questionário encontra-se no anexo 3) 
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até se decorar. Os alunos utilizavam um pequeno livro com a tabuada que estudavam em casa ou, em 
alternativa, uma tabela copiada do quadro. Não era permitido aos alunos “contar pelos dedos”, sendo 
as operações efectuadas preferencialmente através de cálculo mental ou, em alternativa, através dos 
algoritmos de lápis e papel. Não se usava qualquer tipo de material para auxiliar a contagem ou as 
operações. A resolução de problemas era utilizada com frequência, embora o que se entendesse por 
“problemas” na altura fosse diferente da definição que tem nos dias de hoje: os problemas seguiam um 
padrão repetitivo e muito directo, e a sua resolução era efectuada sem se recorrer a materiais palpáveis. 
Na década de 40 existiam em Portugal duas correntes de pensamento principais: a do grupo Bourbaki, 
que tinha uma visão estruturalista da Matemática, rigorosa, onde prevalece o método em detrimento 
do significado, e a de Klein, Struik ou Weil, onde havia a preocupação de como ensinar a Matemática, 
tendo em conta os factores que rodeiam o ser humano. No meio deste confronto, durante um período 
em que se praticava, ainda, um ensino da aritmética visando essencialmente a memorização de regras e 
factos, José Sebastião e Silva teve sempre a preocupação em mostrar aplicações práticas da Matemática 
nos seus Compêndios e de não fomentar um ensino demasiado expositivo ou que desse demasiada 
relevância a procedimentos, sem, contudo, descurar a importância das técnicas de cálculo. No seu Guia 
para a Utilização do Compêndio de Matemática, Vol.2 e 3, (1977, pp. 10-11), Sebastião e Silva deixa bem 
claro que “É preciso combater o excesso de exercícios que, como um cancro, acaba por destruir o que 
pode haver de nobre e vital no ensino. É preciso evitar certos exercícios artificiosos ou complicados, 
especialmente em assuntos simples. (...) É mais importante reflectir sobre o mesmo exercício que tenha 
interesse, do que resolver vários exercícios diferentes, que não tenham interesse nenhum. (...) Entre os 
exercícios que podem ter mais interesse figuram aqueles que se aplicam a situações reais, concretas. (…) 
um dos objectivos fundamentais da educação é, sem dúvida, criar no aluno hábitos e automatismos 
úteis, como, por exemplo, os automatismos de leitura, de escrita e de cálculo. Mas trata-se aí, 
manifestamente, de meios, não de fins.”  
O Livro da 1ª Classe (1958), em vigor a partir de 1942, já contempla o uso de materiais para auxiliar a 
contagem. Verifica-se que há uma tentativa de alterar o método de aprendizagem da tabuada da 
simples memorização de uma cantiga, como em 1912, para uma tabela de multiplicações construída 
com recurso a materiais por vezes elaborados pelos próprios estudantes (figura 67). Em uso durante 
quase toda a década de 50, recomenda o uso de fichas para auxiliar o cálculo (figura 68), sendo a 
concretização exemplificada no próprio manual escolar. Estas fichas podiam ser feitas de qualquer 
material, rodelas de rolha, feijões, pedrinhas ou, se a escola a isto tivesse acesso, colecções de 
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contagem adquiridas para o efeito.  
 
Fig. 67 - Livro da 1ª Classe (1958), tendo em especial atenção a nota de rodapé: “As tabuadas constroem-se à 
medida que forem necessárias para o desenvolvimento da multiplicação e divisão.”. 
 
Fig.68 – Livro da 1ª classe (1958). 
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O cálculo mental é estimulado durante o ensino da Aritmética, sendo recomendado o seu uso 
preferencial em relação ao cálculo através de algoritmos (figura 69) e sugere-se que a representação de 
números inteiros faça uso de materiais manipuláveis. No exemplo do Livro da 2ª Classe (figura 70), são 
utilizados pequenos blocos e barras de madeira para a construção do número 235. Este tipo de material 
irá ser muito usado a partir da década de 60, altura em que é conhecido por Material Multibase. 
 
   
 
Nos Programas do Ensino Liceal (1954, p.254), faz-se referência ao uso de tábuas trigonométricas, 
naturais e logarítmicas. Mas, em simultâneo com o uso de tabelas, encontra-se a primeira referência ao 
uso específico da régua de cálculo e das competências a adquirir no manuseamento da mesma: 
“Capacidade de usar as escalas de quadrados e cubos; Capacidade de usar um par adequado de escalas 
para resolver problemas de proporcionalidade.” (Ministério da Educação Nacional, 1954, p.78). A 
tendência é, cada vez mais, utilizar auxiliares que facilitem o cálculo, não deixando de lado as vantagens 
da memorização. Em paralelo, está a desenvolver-se cada vez mais o papel activo do aluno na sua 
aprendizagem. Nesse mesmo programa encontramos outras recomendações: 
“ 7 – É aconselhável o recurso a (…) materiais polivalentes de concretização; 
10 – Ao usar a régua de cálculo não se pretende o estudo sistemático das suas escalas, a isso se prefere o 
aproveitamento de situações em que o aluno se familiarize gradualmente com este instrumento; 
      Fig. 70 - Livro da 2º classe (1958).  Fig. 69 - Livro da 2ª classe (1958) – Como praticar 
o cálculo mental. 
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11- A régua de cálculo poderá servir de meio para introduzir o aluno no mundo da aproximação de 
resultados. (...) É indispensável obrigá-los a fixar determinadas propriedades e conceitos.” (Programas do 
Ensino Liceal, 1954, p.80) 
Quanto aos instrumentos didácticos, é salientada a necessidade da existência de salas adaptadas à 
aprendizagem da Matemática, com, entre outros materiais, “…Régua de cálculo de parede, réguas de 
cálculo individuais e tabelas de quadrados, cubos e inversos.” (Programas do Ensino Liceal, 1954, p.82). 
Os métodos tradicionais de cálculo, os algoritmos de lápis e papel, começam a dar lugar à utilização 
deste método mais expedito de cálculo que usa os logaritmos e as suas propriedades para a realização 
de operações. Porém, os alunos continuam não só a utilizar as tabelas de logaritmos, como a participar 
activamente na sua elaboração. Os programas oficiais de 1955, nomeadamente o Programa do Ensino 
Profissional, Industrial e Comercial (Ministério da Educação Nacional, 1955), seguem a linha de 
pensamento de Sebastião e Silva, onde o aluno deveria saber como surgem os números presentes nas 
tabelas que usava, isto é, que soubesse elaborar uma tabela e não somente usá-la: “(…) construção e 
utilização de tabelas e tábuas logarítmicas”. Neste caso, os alunos teriam de saber como se calcula um 
logaritmo. 
 
1.3. Anos 60  
 A preocupação em alcançar um entendimento mais aprofundado das ideias matemáticas também levou 
às maiores revisões curriculares dos finais dos anos 50 e 60, que passaram a chamar-se a «Nova 
Matemática». Ainda que esta “Nova Matemática” representasse muitas ideias boas, muitos pensavam 
que enfatizava demasiado o rigor e a abstracção, e a sua implementação ficou parada na confusão das 
exigências de vários programas e na competição das ideias sobre o que seria melhor. 
O Movimento da Matemática Moderna (MMM)19 - assim denominado este movimento reformador em 
Portugal - teve o seu início formal no final de 1959, no Cercle Culturel de Royaumont, em Asniéres-sur-
Oise, França, numa sessão de trabalho de duas semanas, contando com 50 participantes de 18 países, 
que ficou conhecida como Seminário de Royaumont. Como exemplos mais significativos das propostas 
de Royaumont, podemos considerar a valorização da compreensão face à mecanização, o valor 
                                                            
19 O Movimento da Matemática Moderna foi um movimento internacional do ensino de Matemática que surgiu na 
década de 1960 e se baseava na formalidade e no rigor dos fundamentos da teoria dos conjuntos e da álgebra para 
o ensino e a aprendizagem de Matemática. 
Auxiliares de cálculo no ensino da Matemática 
68 
 
atribuído à intuição e ao rigor e a importância dada à aprendizagem por descoberta. Também foi 
mencionada a importância da utilização de materiais no ensino da Aritmética, nomeadamente o 
Material Cuisenaire (Guimarães, 2011). Em termos pedagógicos, durante este seminário, houve a 
preocupação em compatibilizar os currículos de Matemática com os trabalhos de Jean Piaget, que 
continham uma descrição dos processos de aprendizagem muito próxima das estruturas bourbakistas 
(Matos, J. M. & Valente, W. R., 2010).  
Nesta linha de pensamento, ao mesmo tempo que se investe no rigor da Matemática, recomenda-se a 
aprendizagem por descoberta e o uso de materiais manipuláveis no ensino. Este sistema tinha tudo para 
proporcionar um processo de ensino/aprendizagem equilibrado, mas hoje sabemos que a Matemática 
Moderna acabou por se caracterizar por ser formal e abstracta, dando demasiada importância à forma, 
à simbologia e às definições e demonstrações em detrimento de uma Matemática mais ligada ao real.  
A Matemática Moderna ganhou terreno um pouco por toda a Europa e chega a Portugal em meados dos 
anos 60, com José Sebastião e Silva como seu grande entusiasta e impulsionador - daí também ser 
conhecido por Reforma Sebastião e Silva – e onde o grande objectivo é a renovação de conteúdos. No 
entanto, não ficou esquecida a mudança dos métodos de ensino que se praticavam na época, 
substituindo o ensino mecanicista da Matemática pela perspectiva estruturalista. “Tal inovação 
metodológica apresentava-se não só por meio do raciocínio dedutivo, explorando conceitos tais como o 
dos factos básicos, mas também pelo uso de figuras coloridas e materiais estruturados para trabalhar a 
noção intuitiva de, por exemplo, número e de fracção.” (Guimarães, 2007).  
Em 1963, é criada a “Comissão de Estudos para a Modernização do Ensino da Matemática”, presidida 
pelo professor José Sebastião e Silva. Este, como forma de introduzir as novas metodologias, criou 
‘turmas-piloto de Matemática moderna’ no 6.º e 7.º ano do liceu, que começam a funcionar no ano 
lectivo de 1963-64 e redigiu textos piloto e os respectivos guias didácticos para os professores, onde 
afirmava que “o professor deve abandonar, tanto quanto possível, o método expositivo tradicional em 
que o papel dos alunos é quase cem por cento passivo e procurar, estimulando a imaginação destes de 
modo a conduzi-los, sempre que possível à redescoberta” (Silva, J.S., 1964b, p.1).   
Assim teve início uma fase experimental do ensino da Matemática, num número progressivamente mais 
alargado de turmas do 3º ciclo do ensino liceal. 
Durante os anos 60 ainda está em vigor o programa do Ministério da Educação Nacional de 1937. 
Apesar do plano de estudos ter sido alterado no Decreto-lei nº43 369, de 2 de Dezembro de 1960, não 
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houve qualquer modificação curricular nos programas oficiais. No Programa do Ciclo Preparatório do 
Ensino Secundário de 1961, vem contemplado o uso de tábuas de multiplicar, de colecções de objectos 
(para dividir e fazer contagens) e é lembrada a importância do cálculo mental e do carácter prático das 
aprendizagens: “Para se seguir esta orientação disporá a escola de material de fácil aquisição e 
manuseamento. Os programas de todas as classes terminam com a rubrica PROBLEMAS.” (Ministério da 
Educação Nacional, 1961) Note-se que, na maioria das vezes, estes problemas não eram mais que 
exercícios de aplicação directa. Vem, também, referido o “…uso de tabelas de quadrados e raízes 
quadradas20” como meio auxiliar de cálculo.  
Nesta mesma altura, as ideias de educadores, metodólogos, pedagogos e matemáticos internacionais 
como Zoltan P. Dienes, Caleb Gattegno e George Papy, eram divulgadas nos jornais portugueses da 
época, incentivando a utilização de metodologias e de materiais estruturados nas aulas de Matemática 
da escola pública, tais como a Escala Cuisenaire, os Blocos Lógicos e os Blocos Aritméticos de Base 
Múltipla de Dienes21. No entanto, nos programas oficiais do Governo, ainda não vem especificamente 
mencionada nenhuma destas ferramentas. Como auxiliares de cálculo, apenas referem a utilização e /ou 
construção de tabelas.  
Em 1967, nos programas do Ensino Primário Complementar, refere-se a construção de tábuas com as 
primeiras dez potências de 2 e as primeiras quatro ou cinco potências de 3, 4, 5 e 6, além da construção 
da tábua dos números primos inferiores a 100. Já no Ciclo Elementar (programa de 1968), os alunos são 
levados a organizar as tábuas de multiplicar, usando para isso a contagem de objectos 2 a 2, 3 a 3, 4 a 4, 
5 a 5, etc., e a adição de parcelas iguais. Repare-se que a construção das tabelas é feita pelos próprios 
estudantes, ou seja, os alunos passam pelo processo não só de compreensão do método, mas de toda a 
elaboração da tabela. A tabuada não era somente memorizada, mas também construída e percebido o 
modo da sua construção, vendo-se aqui uma diferença marcante em relação ao método utilizado na 
década de 30 e 40. Continua a recomendar-se a utilização da colecção de objectos para repartir (dividir) 
e a enfatizar-se o cálculo mental sobre o escrito, assim como a resolução de problemas. 
No domínio das escolas privadas, os Jardins de Infância João de Deus e o Colégio Vasco da Gama foram 
pioneiros na implementação de materiais manipuláveis e tiveram um papel importante na evolução das 
metodologias de ensino, dentro da corrente educativa que seguiam.  
                                                            
20 Estas tabelas (ou tábuas) foram um recurso muito utilizado, bastante disponível e de uso tradicional nas escolas 
até à década de 90. 
21 Descritos no anexo 4. 
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Segundo Arruda, J.P., Flores, C.R. e Matos, J.M., 2010, os materiais manipuláveis estruturados, 
associados à reforma da Matemática Moderna em 1960 que circularam nos Jardins de Infância João de 
Deus são o material Cuisenaire, os Blocos Lógicos de Dienes, os Calculadores Multibásicos de Nabais 
assim como os materiais manipuláveis de F.W. Fröebel (1782-1852) e de Maria Montessori (1870-1951). 
“Na década de 50, morre João de Deus Ramos, filho do pedagogo português João de Deus. Após a sua 
morte (…) foram introduzidas alterações a nível da aprendizagem da Matemática como, por exemplo, o 
Material Cuisenaire e os Blocos Lógicos de Dienes, e o material de um português, João António Nabais, 
denominado Calculadores Multibásicos, excelentes para aprender a fazer operações sobre outras bases 
que não a base 10. Na época dos computadores torna-se necessário dominar o trabalho nas bases 2 ou 
9.” (Arruda, J.P., Flores, C.R. & Matos, J.M., 2010). 
João António Nabais, fundador do Colégio Vasco da Gama, teve também um papel de relevo no 
desenvolvimento do ensino da Matemática no Ensino Primário, nomeadamente na introdução das ideias 
da Matemática Moderna em Portugal e na divulgação e desenvolvimento de materiais didácticos para o 
ensino da Matemática. No início da década de 60, divulga o Material Cuisenaire, organizando cursos de 
formação tanto para as professoras do seu colégio como para os professores do ensino público. 
Segundo Candeias (2007), Nabais realizou o primeiro Curso Cuisenaire em Abril de 1962, com a 
participação de 135 professores, oriundos de escolas espalhadas por todo o país. Estes professores 
puderam participar neste curso pois o Ministério da Educação Nacional dispensou os professores que 
demonstraram vontade de comparecer a este encontro, demonstrando assim apoiar esta iniciativa. 
Durante 6 dias, o professor Caleb Gattegno dirigiu os trabalhos, tendo obtido críticas muito favoráveis. 
Depois desta primeira abordagem, Nabais encarregou-se de continuar a proporcionar estes cursos. 
“Com a presença das professoras dos nossos Jardins-Escola, realizaram-se em fins de Julho essas 
reuniões, de tanta ajuda para os trabalhos educativos. Seguiu-se, durante dois dias, um breve curso 
sobre o Método Cuisenaire. Os trabalhos foram superiormente dirigidos pelo Sr. Padre Nabais. (…) Um 
ano depois, no evento denominado de Conferência Pedagógica, registo semelhante confirma a 
continuidade dos trabalhos de Nabais, ou seja: “Para acompanhar as perspectivas novas, trazidas por 
métodos que reconhecemos como muito úteis ao desenvolvimento mental das crianças, organizou-se no 
mês de Julho um curso para conhecimento do Método Cuisenaire. Este curso no qual tomaram parte 89 
senhoras, foi ministrado no Colégio Vasco da Gama pelo Reverendo Dr. João Nabais.” (Arruda, J.P., 
Flores, C.R. e Matos, J.M., 2010) 
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Participaram nestes cursos, até 1967, cerca de 1250 professores dos vários graus de ensino (Candeias, 
2007). De acordo com este mesmo autor, a partir de 1966, Nabais centra-se no desenvolvimento de 
outros materiais, como o Calculador Multibásico e os Cubos – Barras de Cor (Cores de Cuisenaire), e nos 
respectivos métodos de utilização e exploração.  
O Estado, por sua vez, também apostava na formação de professores, dinamizando projectos de 
actualização para o professor primário, tais como o de Iniciação da Matemática no Ensino Primário (um 
ensaio onde a Matemática Moderna foi a base da aprendizagem das operações), pelo Centro de 
Investigação pedagógica – CIP da Fundação Calouste Gulbenkian, ou cursos de actualização para 
professores desse nível de ensino.  
“Uma equipa do CIP (…) organizou uma colecção de fichas de trabalho (…) prevaleceram os critérios (…) 
apoio da aprendizagem utilizando-se materiais concretos como Blocos lógicos de Dienes, Material 
Cuisenaire, Blocos Multibase de Dienes.(…) Curso de valorização de pessoal docente do Ensino 
Secundário Oficial. Nesse curso foram realizados exercícios de Matemática envolvendo actividades com 
blocos lógicos de Dienes a título de demonstração da eficiência desses materiais didácticos (…) Pinheiro 
defendeu a utilização desse material didáctico [Cuisenaire] no ensino das estruturas matemáticas, o que 
poderia auxiliar na execução de diversos exercícios de cálculo.” (Borges, 2008, p.14). 
Percebe-se que existe uma vontade de renovar o ensino da Matemática, incluindo na prática lectiva a 
utilização de materiais didácticos manipuláveis, que levem a criança a conhecer melhor a Matemática, a 
descobrir e percepcionar, em oposição à técnica da memorização dos anos 20 e 30. 
“É ainda possível detectar (…) preocupação com a renovação dos métodos de ensino favorecendo as 
abordagens centradas no aluno e que está presente, pelo menos, nos documentos iniciais da reforma.” 
(Matos, J. M. & Valente, W. R.,2010, p.5) 
Apesar desta preocupação de renovar metodologias, continuam a ser editados e comercializados livros 
com tábuas de logaritmos, como por exemplo, “Tábuas de Logaritmos (completas)”, de António do 
Nascimento Palma Fernandes, na sua 2ª edição em 1964. Nesse mesmo ano, e do mesmo autor, são 
utilizados por todo o país os seus Livros de Exercícios. O livro “Exercícios de Geometria e Aritmética”, 
para o 1º ano dos liceus, contava já 19 edições. Estes livros de exercícios – apelidados pelos estudantes 
de livros de Palma Fernandes – foram muito usados em Matemática, no liceu, na década de 60. São 
livros de exercícios resolvidos e por resolver, todos com respostas. Com mais de 200 páginas cada, para 
todos os sete anos do antigo liceu, não substituíam os livros de Matemática normais, igualmente com 
muitos problemas e exercícios, mas complementavam-nos. 
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Todas as reformas levam o seu tempo, e esta não foi excepção à regra. Os esforços feitos a nível do 
Ensino Primário demoraram algum tempo a estender-se até aos graus mais elevados e a assimilação dos 
novos métodos, para a maioria dos docentes, também não é feita de forma imediata. A mudança de 
práticas é sempre morosa e, entre o aparecimento de novos conceitos e a sua implementação prática, 
podem decorrer vários anos. 
Esta foi também a década onde se deram as primeiras experiências com as Novas Tecnologias da 
Informação - referidas nos textos piloto de Sebastião e Silva, 1964, in Ponte, J. P., & Canavarro, P. (1997) 
-  mas os computadores ainda eram muito raros, dispendiosos e complicados de operar, conduzindo a 
que as aplicações práticas, nas escolas, fossem quase inexistentes. 
 
1.4. Anos 70   
No início dos anos 70, a Matemática Moderna já se encontra generalizada em todos os níveis de ensino, 
sendo elaboradas pelo Ministério da Educação e Cultura novas orientações curriculares.  
Em de 25 de Julho de 1973, na Lei nº 5/73, sai uma nova reforma do ensino, cujas repercussões 
ultrapassaram em muito as fronteiras do sistema. A importância desta reforma tornou-se mais clara 
quando da comunicação feita ao País, em 6 de Janeiro de 1971, pelo ministro da Educação do Governo 
de Marcello Caetano, o professor José Veiga Simão, onde apresentou dois documentos com as linhas 
gerais da sua reforma do ensino para Portugal - Reforma “Veiga Simão”: o Projecto do Sistema Escolar e 
as Linhas Gerais da Reforma do Ensino Superior. A seguir, e durante dois anos, estes dois documentos 
atraíram a atenção de todos os portugueses. Um dos objectivos: a democratização do ensino. “Perante 
uma obra que exige a mobilização de recursos humanos e materiais em escala nunca verificada na 
Administração, ninguém de boa fé poderá deixar de reconhecer que o Governo está seriamente 
empenhado em garantir na prática o princípio da democratização do ensino, para o que muito 
contribuirá, além da instituição da gratuitidade no período correspondente a oito anos de escolaridade 
obrigatória para que se caminha…” (Eleutério de Aguiar, Diário do Governo, 1973). 
O impacto alcançado pela reforma geral de Veiga Simão pode ser testemunhado pela seguinte citação, 
extraída dos debates que a propósito da mesma se realizaram na Assembleia Nacional: 
“(…) não há dúvida de que, pela sua ambição e vastidão, pelo ritmo das realizações que abrangem 
globalmente os diferentes graus do ensino, ele é porventura o maior esforço, a tentativa mais ousada 
que se tem feito em Portugal.” (Duarte Amaral, Diário das Sessões, 1973, p. 5038.) 
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Nos programas oficiais do Ensino Primário (1974, 1975), continua a enfatizar-se o cálculo mental e 
aconselham-se as escolas a adquirirem Colecções para Contagem. A multiplicação é vista como adição 
de parcelas iguais e a tabuada ensinada em conformidade. Já aparecem referidos no programa o 
Material Cuisenaire e os Blocos Lógicos para auxiliar a contagem e a aprendizagem das operações 
básicas, para brincar e descobrir conjuntos. 
“(…) Material vivo, inteligente e renovado…disporá a escola de material de fácil aquisição e 
manuseamento.” (Programa Ensino Primário, 1974). 
Também a régua de cálculo já se encontra mais difundida entre os alunos. No Compêndio de 
Matemática de Anjos, A.O., Garcia, M.M., Ruivo, A.F. (1974), há um capítulo sobre régua de cálculo, seu 
funcionamento e fundamentos de construção, explicando como multiplicar, dividir, elevar ao quadrado 
e ao cubo e extrair raízes quadradas e cúbicas, apresentando posteriormente alguns exercícios.  
De forma semelhante, também Sebastião e Silva faz inúmeras referências à régua de cálculo nos seus 
Compêndios de Matemática para o Ensino Complementar: vantagens, desvantagens, instruções de 
utilização, espírito crítico para com os resultados obtidos e a necessidade de agilidade mental para 
acertar os valores finais obtidos (ver Cap.I, p.41). Apesar da implementação da reforma de Veiga Simão 
não se ter chegado a completar devido à Revolução de 25 de Abril de 1974, foram os programas desta 
época, com pequenos reajustes no período pós-25 de Abril, que acabaram por vigorar até 1991.  
Em 1975, num país recém-saído da ditadura, onde o Ensino Secundário sofre profundas mudanças, e 
sobretudo uma enorme convulsão interna, encontram-se as primeiras referências ao computador e à 
sua utilização em ambiente escolar, apesar das escolas ainda não terem acesso aos mesmos:  
“… chegando a ser necessário resolver sistemas com mais de 100 incógnitas, o que seria impossível num 
prazo razoável, antes da era dos computadores electrónicos.” (Silva, J.S., 1975a, p.76). 
“Os computadores digitais vão desde a simples máquina de somar de Pascal até aos modernos 
computadores electrónicos, ou transístores. Os computadores analógicos vão desde a simples régua de 
cálculo até aos computadores analógicos modernos.” (Silva, J.S., 1977, p.53). 
No seu Guia para a utilização do compêndio de matemática, Vol.1 (1975a), Sebastião e Silva explica o 
processo do computador para calcular os resultados das operações adição e multiplicação no sistema 
binário. Apresenta, ainda, um conjunto de factos acerca do computador, seu funcionamento e uso em 
variadas áreas, nomeadamente, na resolução de sistemas de equações: “Assim, um sistema de 100 
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equações lineares com 100 incógnitas, que dantes levaria anos a resolver, pode agora ser resolvido em 
cerca de 5 segundos”.(p.112). 
Já no Vol. 2 do mesmo Guia, Sebastião e Silva comenta: “(…) calcular valores aproximados de         , 
por defeito, por excesso, com erro tão pequeno quanto se queira. Os cálculos exigidos por este processo 
são laboriosos, mas, quando se dispõe de um bom computador, podem ser efectuados rapidamente (…) 
Numa outra aula deverá dizer-se que há dois tipos principais de computadores (ou calculadores): os 
computadores numéricos (ou digitais) e os computadores analógicos. Os primeiros fornecem 
directamente os resultados dos cálculos com algarismos exactos em maior ou menor número; os 
segundos baseiam-se na medição de grandezas (tais como comprimentos, tensões eléctricas, etc.), 
geralmente com um grau de aproximação não muito elevado, variável e pouco preciso. “ (1977, p.49) 
Sebastião e Silva faz referência a alguma pesquisa feita a nível escolar em termos de computação: “E a 
propósito, chamando a atenção dos alunos para um campo de pesquisa hoje em rápida expansão, 
convirá citar os sistemas analógicos da autoria da Senhora Dra. D. Marília de Lima Monteiro, bem como 
os computadores eléctricos de valores lógicos da autoria dos alunos do Liceu D. João de Castro, Senhores 
António Vítor Adragão Anunciada e Luís Henrique Borges de Almeida.” (Guia, vol.2, p.54). 
Nestes anos 70 surge no mercado a calculadora electrónica de bolso, originando vários debates sobre a 
sua utilização no ensino da Matemática. A calculadora era vista como uma ameaça à Matemática 
tradicional, pois acreditava-se que os alunos não desenvolveriam devidamente as técnicas de cálculo, 
prejudicando a sua aprendizagem22. Receava-se que o uso da calculadora criasse nos alunos uma 
ignorância sobre os algoritmos de cálculo, que promovesse a iliteracia matemática ou que lançasse a 
tabuada ao esquecimento.  
Muitas foram as discussões acesas sobre a utilização da calculadora nas salas de aula portuguesas. A 
troca de argumentos, a favor e contra, tinha já lugar na década de 40, altura em que Bento de Jesus 
Caraça revelou uma mentalidade vanguardista, defendendo a importância da actualização dos auxiliares 
de cálculo no ensino, nomeadamente a máquina de calcular: “Duvidamos que as tábuas de logaritmos, 
como instrumento de trabalho, conservem por muito tempo a soberania que tiveram. Em certos ramos 
de aplicação da Matemática à vida corrente, a tábua de logaritmos está hoje de largo ultrapassada pela 
máquina de calcular (…) Cada época cria e usa os seus instrumentos de trabalho conforme o que a 
técnica lhe permite; a técnica do século XX é muito diferente da do século XVI, quando os logaritmos 
apareceram como necessários para efectuar certos cálculos. O ensino do Liceu que é, ou deve ser, para 
                                                            
22 Relembre-se que a matéria essencial de ensino da altura consistia nestas técnicas. 
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todos, deve ser orientado no sentido de proporcionar a todos o manejo do instrumento que a técnica 
nova permite.” (Caraça, 1942). 
Por outro lado, José Sebastião e Silva temia que se perdesse, com o uso de calculadoras, o 
conhecimento da forma subjacente de determinar os resultados: “É possível, sim, que venha a 
reconhecer-se a necessidade de nele introduzir o ensino de outros métodos expeditos de cálculo 
numérico, nomeadamente métodos mecânicos; (…) E não se deverá então deixar de ensinar, na medida 
do possível, o princípio teórico desses métodos – a não ser que o objectivo da Educação consista em 
formar autómatos, em vez de homens. (…) (Silva, J.S., 1942). 
Apesar dos seus receios quanto à utilização abusiva de auxiliares de cálculo, Sebastião e Silva, nos seus 
manuais, não descurou o que considerava essencial, e que continua a ser uma preocupação bem actual: 
o fortalecimento das capacidades de raciocínio e de resolução de problemas. “… é indiscutível que a 
Matemática deve desempenhar no ensino liceal um papel essencialmente formativo. Pouco interessa 
que o aluno fique a conhecer muitos teoremas e os processos de resolução de muitas classes de 
problemas: o que importa, acima de tudo, é que ele tenha exercido as suas faculdades na demonstração 
dos teoremas e na resolução dos problemas; é que tenha adquirido o hábito de pensar 
matematicamente...” (Silva, J.S., 1942). 
O tema da introdução da calculadora nas escolas continuou durante esta década a ser largamente 
debatido. “Um dos pontos de desacordo que consta nas conclusões do seminário *de Royaumont, em 
1959] diz precisamente respeito à utilização máquina de calcular para substituir o cálculo manual que 
não foi consensual entre os presentes” (Guimarães, 2011, p.3).  
Apesar de toda esta polémica, nos programas curriculares desta década ainda não se encontra nenhuma 
referência à máquina de calcular e continua a referir-se apenas as tábuas trigonométricas. 
Este período foi marcado por um rigor e formalismo que tomaram o lugar do concreto e do 
experimental. Apesar de, nos programas, as recomendações serem direccionadas para a prática de um 
ensino baseado em situações tiradas da experiência do aluno no aluno, na prática do ensino da 
Matemática era valorizado o carácter bastante abstracto desta, carregado de simbolismo e regras 
estritas. 
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1.5. Anos 80 
Nos anos 70 observaram-se as primeiras reacções contra a Matemática Moderna nos EUA e Inglaterra, 
que já haviam testado esta metodologia com alguns anos de avanço, através do movimento de opinião 
BACK TO BASIS (APM, 1988). Em Portugal, apenas no início da década de 80 começaram a surgir críticas 
aos programas da Matemática Moderna. Os estudantes mostravam muita dificuldade em compreender 
o complicado simbolismo e a ênfase em estruturas abstractas. “Nesta generalização salientou-se o que 
era abstracto e formal, sem perder de vista o cálculo. As aplicações da Matemática desapareceram por 
completo (…) Os programas de Matemática portugueses dos anos 70 e 80 são uma curiosa mistura de 
Matemática formalista no estilo moderno com Matemática computacional no estilo tradicional.”(Ponte, 
2003a). Nos programas do Ministério da Educação (1983) vem explicitamente referido que é necessário 
assegurar que “ (…) [o aluno] utiliza com segurança as regras de cálculo.”, o que, levado a um extremo, 
pode conduzir a que haja demasiado ênfase dado a este assunto. 
Usava-se a pedagogia por objectivos, suportando a visão do ensino dogmático e formalista de uma 
Matemática muito bem definida e pré-estabelecida. Mas a evolução social, científica e tecnológica 
deixava para trás as velhas fórmulas. A resposta, em Portugal, foi a retirada dos programas de tópicos e 
métodos mais difíceis ou tradicionalmente menos essenciais – execução automática de algoritmos em 
detrimento de compreensão. 
“Os computadores têm quatro tipos de utilização em Matemática: 
a) Instrumentos de cálculo numérico.  
b) Instrumentos de cálculo simbólico. 
c) Fonte de problemas (devido às propriedades de certos algoritmos e eficiência relativa). 
d) Instrumento de investigação. 
Assim, há tópicos que perdem importância com a introdução dos computadores nas escolas: 
a) Algoritmos aritméticos. 
b) Cálculo algébrico. 
c) Fracções -  apenas no Ensino Secundário” (APM ,1988) 
O cálculo através de algoritmos foi desvalorizado, dando-se preferência à utilização de auxiliares de 
cálculo como a calculadora ou o computador, tanto na resolução de exercícios como para 
testar/formular hipóteses numa matemática de “sujar as mãos”, em contrapartida à matemática de 
Bourbaki. Emma Castelnuovo (SPM, 1982) defende “(…) que se desenvolvesse durante alguns anos (de 
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escolaridade) um ensino com base na matemática experimental ou semi-experimental.” e António de Sto 
Aubyn (SPM, 1982) dizia que “ os programas formalistas e abstractos” eram a causa das tantas 
deficiências encontradas no 1º ano da faculdade e que “a prática de ensino rotineira não desenvolve nos 
alunos capacidades de cálculo e de resolução de problemas, gosto pela descoberta e prova de novos 
resultados.”  
Actualmente, os alunos que terminam o Ensino Secundário com os programas clássicos, chegam à Prova 
Específica e apenas obtêm médias à roda de 20%, sendo impressionante a quantidade de notas 
inferiores a 10%. Como dizia um dos pareceres recebidos, não é admissível que um número considerável 
de alunos chegue à Universidade revelando lacunas como as que transparecem nos seguintes exemplos: 
Esta foi a década da descoberta das potencialidades do uso do computador e da calculadora. O facto de 
estes surgirem a preços cada vez mais acessíveis levou à sua vulgarização nas escolas. Claro que ainda 
não se assiste a um uso em grande escala, mas houve professores que tomaram a iniciativa de dinamizar 
estes instrumentos, em Clubes de Matemática ou de Informática.  
É evidente que o ensino experimental é necessário, mas com moderação. Neste caso, como diz o ditado 
popular, passou-se de oito para oitenta. Não podemos iludir o aluno de que vai descobrir tudo – o 
ensino experimental deve ser um modo de testar, de demonstrar. Há ideias que demoraram à 
humanidade muitos anos a descobrir, e que nem sempre são assim tão intuitivas e não se pode pedir a 
uma criança que as descubra numa actividade de 60 ou 90 minutos, numa sala de aula. 
Começam nesta altura a surgir os primeiros artigos de autores portugueses que envolvem os 
computadores e o ensino. Em 1984, Davis, E. J., Ponte, J. P., Helms, J. e Norman, F. A. publicam no nº32 
da Arithmetic Teacher um artigo intitulado “Training elementary school teachers to use computers with 
emphasis on LOGO”. Escrito em português, já em 1986, João Pedro da Ponte publica “O computador e a 
aprendizagem: Teoria e investigação sobre os efeitos psicológicos e sociais” no nº1 da Revista da 
Educação. 
Daqui em diante, começam a surgir cada vez mais artigos sobre esta temática e, em 1989, surge então 
uma das primeiras, senão a primeira, tese de mestrado em Portugal sobre uma ferramenta auxiliar de 
cálculo: A folha de cálculo na educação Matemática - uma experiência com alunos do ensino 
preparatório, elaborada por Maria Leonor Rebelo Lopes Moreira em 1989. 
Nos finais dos anos 80, começam a surgir os primeiros artigos sobre a introdução da informática no 
Ensinos Básico e Secundário. Segundo Sequeira, M.C. & Mourão, A.P.S. (1988): 
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 Na Holanda, em 1982, tomaram-se as primeiras medidas para a introdução da informática 
nas escolas. O projecto mais importante foi desenvolvido em 1983. 
 Em França, em 1972, 58 escolas piloto foram equipadas com microcomputadores e foi dada 
formação aos professores. Em 1978 foi lançada uma iniciativa semelhante, envolvendo 
“10000 micros”, que visava equipar o 2º ciclo das escolas secundárias. 
 Na Grécia, no início de 1988, ainda não tinham sido implantadas políticas de 
desenvolvimento da TIC nas escolas, pois não existe equipamento informático nas escolas. 
 No Reino Unido: os primeiros computadores são instalados nas escolas em 1965 sob pressão 
de um grupo de professores entusiastas e os anos 70 são fortemente marcados por um 
programa de desenvolvimento criado pelo governo, que institucionalizava a aprendizagem 
baseada no computador. Os primeiros exemplares são instalados nas escolas em 1979. 
 Em Portugal, pouco ou nada tinha sido feito até 1985, altura em que se implementa o 
Projecto MINERVA – Meios informáticos no ensino: racionalização/valorização/actualização, 
que incluía formação, delineação de programas curriculares adaptados às TIC, criação de 
materiais de suporte ao docente, entre outras. Nomeadamente, um relatório de 1986 do 
DEFCUL revela que foram realizadas acções de formação nos temas “LOGO no ensino 
primário”, “folha de cálculo”, “utilização do computador em diversas disciplinas” (onde 
estava incluída a Matemática), entre outros. Um total 72 de escolas estavam envolvidas no 
projecto MINERVA, nos dois primeiros anos: 26 escolas no primeiro ano e 46 no segundo. O 
objectivo era instalar pelo menos um microcomputador+impressora (AMSTRAD PCW8256 ou 
TIMEX, conforme a zona do país) em cada escola. Algum software foi desenvolvido para este 
projecto, incluindo programas de Matemática (derivação, lógica, sucessões e bases de 
dados). Os autores recomendaram que a alfabetização informática deveria começar nos 5º e 
6ºanos do Ensino Básico e que as Novas Tecnologias de Informação só fossem ensinadas 
como disciplina independente no Ensino Secundário, altura em que deveriam ser integradas 
no maior número de disciplinas possível. 
Esta é uma época de muita reflexão sobre o papel dos computadores na experiência matemática, no 
ensino da Matemática. “A utilização do computador como instrumento para o desenvolvimento de 
experiências em Matemática e para o ensaio de estratégias na resolução de problemas, pode assumir 
um papel extremamente importante, quer em problemas próprios da Matemática, quer em questões em 
que ela é aplicada a situações reais. A utilização do computador dá a possibilidade aos alunos de terem 
um papel interventivo na construção da Matemática, elaborando algoritmos, obtendo resultados e 
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formulando teorias. Outra vantagem é levar os alunos a experimentarem momentos de prazer no 
desenvolvimento da actividade Matemática. Esta é a dimensão em que os computadores podem ter um 
papel relevante: fazer perceber aos alunos que têm o poder de fazer Matemática.” (Matos, J.F. 1991, 
p.36).  
De acordo com Serrazina (1991), resultados de investigação mostram que os alunos que aprenderam 
com a ajuda de materiais têm melhores resultados do que aqueles que não usaram. Esta autora defende 
que “as calculadoras, os computadores e os materiais manipuláveis são tão fundamentais à 
aprendizagem e à construção da Matemática como as experiências de Laboratório na aprendizagem da 
Química.” (1991, p.37) Também, segundo as directivas do National Council of Teachers of Mathematics - 
NCTM - (1991), todas as salas de aulas devem ser equipadas com material manipulável, para além do 
computador e das calculadoras.  
Relatórios sobre os baixos rendimentos escolares em Matemática na década de 80 levaram a uma nova 
forma de pensar e, em 1989, à elaboração das Normas para o Currículo e Avaliação em Matemática 
Escolar do NCTM. Estas Normas foram a linha orientadora para o ensino da Matemática até ao séc. XXI, 
com o contributo de mais dois volumes que vieram a público na década de 90 e de uma versão 
actualizada, Principles and Standards for School Mathematics, publicada no final dos anos 90 e traduzida 
para português, numa edição da APM de 2007: Princípios e Normas para a Matemática Escolar. 
 
1.6. Anos 90  
Nos anos 90 quer-se um aluno envolvido na construção da Matemática. Sob este ponto de vista, o uso 
da calculadora e do computador traz bastantes vantagens, pois permite estudar várias hipóteses de 
forma rápida e eficaz, sendo uma ajuda preciosa na fase de exploração. Também é um meio de cativar 
os alunos para a disciplina, mostrando outras vertentes da Matemática. São as ferramentas perfeitas 
para o que se deseja nesta década “(…) merecendo especial ênfase: o explorar, conjecturar e 
demonstrar, o generalizar e aplicar, o formular e resolver problemas, a criação de modelos 
matemáticos.” (APM, 1988, p.31). 
O ensino da Matemática passou de dedutivo para ser mais indutivo, numa tentativa de se obterem 
relações e/ou conclusões a partir do estudo de diversos casos especiais. As novas tecnologias têm 
também estado presentes nesta mudança de paradigma no ensino da Matemática. 
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“O ensino e a aprendizagem da Matemática devem tirar todo o partido possível, em todos os níveis de 
ensino, dos instrumentos que a evolução tecnológica tem posto ao serviço (…), designadamente as 
calculadoras e os computadores. Pretende-se assim, ao mesmo tempo, aproximar a escola da vida, a 
educação científica da actividade científica (…) A utilização daqueles instrumentos deve servir um duplo 
propósito: libertar tempo gasto com actividades rotineiras e repetitivas e aproveitar as novas e 
crescentes possibilidades que se abrem para a exploração, investigação e aplicação em torno das ideias 
e métodos na Matemática.” (APM, 1988, p.41). 
Os programas foram reformulados e, pela primeira vez, em 1990, no Programa do Ensino Básico, 1ºciclo, 
aparece referenciado o computador, nomeadamente, a utilização da linguagem LOGO. Também pela 
primeira vez, se menciona a máquina de calcular como meio auxiliar de cálculo: “Não só pela sua 
vulgarização, mas sobretudo pela segurança que dá como auxiliar em cálculos morosos e pelas 
possibilidades de exploração e descoberta que pode permitir quando usada com imaginação.” Mais que 
mencionar estas ferramentas, o programa em vigor recomenda claramente a sua utilização. Enfatiza-se 
o raciocínio/comunicação e a resolução de problemas. A tabuada é construída e memorizada. Usam-se 
tabelas de duas entradas da multiplicação para efectuar a divisão. Apesar da aposta na tecnologia, nos 
currículos de Matemática da década de 90 continua a dar-se grande ênfase ao domínio expedito das 
técnicas de cálculo. 
Em 1991, no Programa de Matemática – Formação Geral – Ensino Recorrente 3º ciclo, unidades 
capitalizáveis, já se indica a calculadora como alternativa às clássicas tabelas: na unidade 10 – Conjunto 
dos Números Reais/radicais quadráticos – “com o auxílio de tabelas ou calculadoras, procurar o valor 
aproximado de raízes quadradas irracionais”. Assiste-se, neste período de transição, ao uso simultâneo 
de tabelas e de calculadoras. 
No Programa Matemática, 2º ciclo do Ensino Básico de Julho 1991, a calculadora é instrumento muito 
presente, tanto nas recomendações metodológicas como nos conteúdos, como podemos verificar 
através destes excertos: 
 “(...) podendo usar a calculadora, os alunos tornam-se mais confiantes e persistentes na procura 
de estratégias adequadas ” 
 “(...) a calculadora, além de auxiliar de cálculo, será instrumento de experimentação e pesquisa ” 
 “(...) utilizar propriedades das operações para simplificar o cálculo mental ou escrito (…) e para 
criticar o resultado obtido com a calculadora ” Espírito crítico! 
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 “(...) a utilização da máquina de calcular para descobrir, pelo processo ensaio/erro, o lado de um 
quadrado de que se conhece a área (ou valor aproximado do lado) é exemplo de uma 
actividade(...)” 
 “Sugere-se a utilização de materiais(...) Cuisenaire, calculadores multibásicos(...) Devido à 
introdução da calculadora é importante reforçar o trabalho com fracções decimais.” 
 “ A calculadora continuará a ser usada como instrumento de pesquisa e auxiliar de cálculo” 
 “(...) recorrendo, em casos simples, ao cálculo mental(...)” 
 “(...) o estudo da adição e subtracção limitar-se-á a casos simples e será feito com carácter 
lúdico(...) descobrir intuitivamente as regras.”  
Pela primeira vez sugere-se a utilização do computador no Tema Estatística: “o computador, se existir na 
Escola, poderá ser um bom auxiliar de estudo para este tema.”, mas a sua utilização ainda é restrita a 
poucas escolas.  
Nesta altura, a APM já reflectia sobre uma mudança nas práticas da Matemática: “A utilização crescente 
de computadores pelos matemáticos para o processamento, armazenamento e escrita de informação 
(…) está a levar ao surgimento de novas práticas e de novos conceitos.” (APM, 1988).  
Lendo o Programa de Matemática de 3ºciclo (Ministério da Educação, 1991c), encontram-se outras 
referências ao uso da calculadora, tais como: “o uso de calculadoras libertará os alunos de alguns 
cálculos mais fastidiosos(...)a exploração correcta das suas potencialidades conduzi-los-á a outro tipo de 
reflexões, tais como, uso ou não de valores aproximados, papel do factor constante, reversibilidade das 
operações (…)”. Noutras partes deste programa, encontra-se novas menções ao uso deste auxiliar de 
cálculo, por exemplo: 
Nos Objectivos: 
 “Usar a calculadora, tirando partido da tecla % e de outras potencialidades da máquina” 
 “Utilizar a calculadora como auxiliar de cálculo ou como instrumento de pesquisa na resolução 
de problemas.” 
Nas Sugestões metodológicas: 
 “Usar o cálculo mental na determinação de percentagens simples e no controle de resultados da 
calculadora.” 
 “ A calculadora(...)leva a reflectir sobre a hierarquia das operações e suas propriedades, valores 
aproximados, arredondamentos (…)” 
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 “Os cálculos não deverão ocupar muito tempo, podendo recorrer-se à calculadora ou, sempre 
que possível, ao computador da Escola, que será também um bom auxiliar na apresentação da 
informação—traçado de gráficos, construção de tabelas, (…).” 
 “Poder-se-á pedir aos alunos que façam um organigrama para a resolução de uma equação de 
2ºgrau. Se for possível, recorrer-se-á ao computador.” 
 “Não se pretende insistir na leitura de tabelas, já que o recurso à calculadora é mais cómodo. 
Considera-se, no entanto, importante que o aluno saiba ler e interpretar uma tabela de valores.” 
Depois de lermos estes pontos, fica claro que a ênfase dada às calculadoras nos anos 80 traduz-se agora 
na inclusão destas no programa oficial, em quase todos os temas do currículo. Tem um papel de 
destaque na metodologia de ensino, em detrimento do cálculo mental, que é usado apenas em casos 
mais simples, e do cálculo por algoritmos. Considera-se que, estando o algoritmo já entendido, se pode 
utilizar a calculadora para não se perder tempo com cálculos. “A calculadora pode representar nada 
menos que uma verdadeira revolução curricular no ensino da Matemática. Deixa de ser importante que 
os alunos sejam capazes de executar com papel e lápis os algoritmos tradicionais (…)” (APM, 1988). 
Assiste-se a uma verdadeira paixão pela calculadora, uma novidade, que acaba por ser utilizada mesmo 
em casos em que não seria necessária.  
No campo da investigação, os trabalhos continuam a surgir. Entre eles há alguns dedicados ao cálculo, 
tais como a tese de mestrado de Susana P. G. Carreira, 1992, “A aprendizagem da trigonometria num 
contexto de aplicações e modelação com recurso à folha de cálculo” ou o artigo de Ponte, J. P., e 
Canavarro, A. P. (1993) “Graphic calculators in the classroom: Students’ viewpoints”, entre outros. 
Desta forma, começa a utilizar-se programas utilitários, como a folha de cálculo electrónica, onde se 
pode escrever e operar com valores numéricos, e programas de tratamento de dados estatísticos, que 
permitem estudar e representar conjuntos de dados (APM, 1988). 
Fora do programa curricular, há a utilização do programa MuMath, que executa cálculos de qualquer 
natureza (transformação de expressões algébricas, diferenciação e integração de funções, entre outras) 
e de software educativo como o Trinca-espinhas ou o TABU que, através do jogo, do lúdico, criam uma 
situação educacional rica e estimulante. Nesta altura existem poucos programas dedicados à 
aprendizagem da Matemática e escasseiam materiais de apoio à sua utilização. 
O uso das novas tecnologias, computadores e calculadoras, é uma medida cada vez mais presente nas 
salas de aula. Mas o professor tem de se assegurar que esta tecnologia seja usada de forma rigorosa. 
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Estudos realizados demonstram que quando a tecnologia é bem utilizada, o aluno aprende Matemática 
de forma mais significativa. É claro que isto só é possível se o professor tiver, em particular, consciência 
das limitações da tecnologia e um conhecimento do porquê da calculadora ou o computador fornecer 
determinados resultados.  
Em meados dos anos 90, o uso das calculadoras científicas já se encontra bastante generalizado nas 
escolas, sendo utilizadas preferencialmente nos temas que envolvem trigonometria e estatística, assim 
como para efectuar todo o tipo de operações. Encontram-se com mais frequência, no ensino 
secundário, as calculadoras gráficas, que principiam a ganhar terreno à medida que expandem as suas 
funcionalidades. São, também, cada vez mais acessíveis, pelo que os alunos as começam a adquirir e os 
professores a trabalhar com elas nas suas aulas. Contudo, não é ainda uma ferramenta indispensável 
para a conclusão do 12ºano, podendo um aluno que não a possua efectuar o exame nacional sem ser 
prejudicado. Quanto ao uso de computadores, é feito de forma pontual nas aulas de matemática. A 
maioria dos alunos ainda não tem computador em casa e a aprendizagem básica – Word, PowerPoint, 
Excel – é feita na disciplina de TIC, lugar onde se realizam alguns trabalhos relacionados com outras 
disciplinas, tendencialmente com a utilização de processamento de texto. 
Entretanto, em 1997, são aprovados os ajustamentos ao programa de Matemática do Ensino 
Secundário. Infere-se, a partir da sua leitura que, a partir deste momento, já não se dispensa o uso de 
tecnologia nas aulas: “ A utilização obrigatória da tecnologia [calculadoras e computadores] que, além 
de ferramenta, é fonte de actividade, de investigação e de aprendizagem, pretende preparar os alunos 
para uma sociedade em que os meios informáticos terão um papel considerável na resolução de 
problemas de índole científica.” (p.8) 
A calculadora gráfica foi, deste modo, introduzida obrigatoriamente na Matemática do Ensino 
Secundário no ano lectivo de 1997/98. Realizaram-se formações, com o objectivo de esclarecer os 
docentes sobre o modo de funcionamento das calculadoras gráficas, demonstrar a grande contribuição 
deste tipo de tecnologia gráfica para a melhoria do ensino/aprendizagem da Matemática e de 
disponibilizar alguns exemplos de actividades que poderiam ser realizadas, com recurso a esta 
ferramenta, no âmbito dos temas do programa curricular. 
Neste programa (Ministério da Educação -D.E.S., 1997), encontramos toda uma secção dedicada ao uso 
da Calculadora Gráfica e dos Computadores. (p.11 e 12). Vem referido o uso de folhas de cálculo e dos 
programas Derive e Mathematica. Nos Recursos (p.10), vem especificamente discriminado o uso de 
“calculadoras gráficas com possibilidade de introdução de um ou dois pequenos programas; 
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Computador. É considerado indispensável o uso de calculadoras gráficas, que desempenham uma parte 
das funções antes apenas possíveis num computador, que apresentam uma sofisticação crescente e 
preços cada vez mais acessíveis – para demonstrações com todos os alunos, calculadoras com view-
screen; um computador, ligado a um data-show, para demonstrações, simulações ou trabalho na sala de 
aula com todos os alunos ao mesmo tempo.” 
No entanto verificou-se que estas recomendações levaram mais de 10 anos a ser uma realidade, no seu 
totalidade, em todas as escolas. Devido à implementação deste novo programa, a partir do ano 2000, 
todos os exames nacionais de Matemática do 12º ano (código 435) incluíram sempre uma questão a ser 
resolvida apenas com recurso às potencialidades da calculadora gráfica. 
2. O século XXI  
Desde 2000 até à presente data, que se assiste a uma grande evolução em termos tecnológicos. 
Generalizou-se o uso da Internet, tanto dentro dos lares como nas escolas, instalaram-se computadores 
nas salas de aula, projectores de vídeo, quadros interactivos, etc. O material informático é muito mais 
acessível, e as crianças tomam contacto com as tecnologias muito mais cedo, resultando num acesso à 
informação mais alargado. As escolas estão cada vez melhor equipadas e, hoje em dia, já não há uma 
escola no país que não possua, pelo menos, um computador.  
No início da década, as escolas possuíam um ou dois projectores de vídeo portáteis, que eram usados na 
maior parte das vezes com recurso ao computador portátil do próprio professor, e ter ligação à internet 
era um luxo. Os programas de software especialmente elaborados para a aprendizagem da Matemática 
começavam a surgir e os próprios professores ainda se estavam a adaptar a este boom tecnológico. 
 
2.1. Plano Tecnológico 
O Plano Tecnológico é uma agenda de mudança para a sociedade portuguesa que visa mobilizar as 
empresas, as famílias e as instituições para que, com o esforço conjugado de todos, possam ser vencidos 
os desafios de modernização que Portugal enfrenta. Com a sua introdução em 2005, são implementadas 
estas medidas, entre outras: 
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 Em Janeiro de 2006, todas as escolas públicas (Ensino Básico e Secundário) estão ligadas à 
Internet de banda larga. Prossegue o aumento de largura de banda para as ligações das escolas 
que envolvem Ensino Secundário23.  
 Programa e-escola24 - esta medida visa a globalização da utilização de computadores portáteis e  
banda larga. Integra várias iniciativas:  
 iniciativa e.oportunidades: para cidadãos adultos, inseridos no Programa Novas 
Oportunidades, com dificuldades de acesso aos serviços da sociedade de informação, 
em virtude da ausência de qualificações no domínio das Tecnologias da Informação e 
Comunicação (TIC) ; 
 iniciativa e.escolinha e e.escola, para alunos do ensino básico e secundário (1º ao 12º): 
aos alunos do 1ºciclo são distribuídos computadores Magalhães. 
 iniciativa e.professor, para docentes do ensino pré-escolar, ensino básico e secundário; 
 iniciativa e.juventude: para Associações Juvenis e Associações de Estudantes; 
 para beneficiários com necessidades educativas especiais de carácter permanente. 
Nestas iniciativas é dada a oportunidade de se adquirir um computador portátil por um preço 
bastante inferior ao usual, respeitando algumas condições. No âmbito do programa e-escola 
foram entregues 960.000 computadores portáteis, contando com 1,2 milhões de beneficiários 
inscritos.  
 Durante os anos de 2008, 2009 e 2010 têm vindo a ser instalados nas salas de aula 
computadores com ligação à internet e ao quadro interactivo. 
 São disponibilizados às escolas computadores portáteis para uso nas salas de aula. 
 Tutor Virtual de Matemática, uma das 6 medidas prioritárias da secção Educação de Excelência 
da Agenda Digital 2015.25 Outras duas são a Plataforma Virtual de Aprendizagem e os Cadernos 
de Exercícios Virtuais. 
                                                            
23 
http://www.planotecnologico.pt/InnerPage.aspx?idCat=147&idMasterCat=30&idLang=1&idContent=276&idLayou
t=4&site=planotecnologico  
24 
http://www.planotecnologico.pt/InnerPage.aspx?idCat=165&idMasterCat=30&idLang=1&idContent=1521&idLayo
ut=4&site=planotecnologico  
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Deste modo, as escolas conseguiram ter o mínimo de condições para implementar as directivas dos 
novos programas. Em termos de auxiliares de cálculo, a folha de cálculo é agora frequentemente 
utilizada nas aulas destinadas à Estatística, pois já há a possibilidade de, quer seja no Laboratório de 
Matemática, em salas equipadas para o efeito ou com os computadores portáteis disponibilizados às 
escolas pelo Ministério da Educação, ter um computador para cada pequeno grupo de estudantes 
constituído dentro de uma turma. A existência de quadros interactivos também permite fazer uma 
exploração das actividades em conjunto com a turma. Por exemplo, no uso da folha de cálculo, pode 
escrever-se directamente no quadro e ser visualizado por toda a turma. A Matemática torna-se colorida, 
tecnológica, e prende a atenção dos alunos. Pode utilizar-se a caneta para mover os objectos virtuais, 
para escrever, para apagar, para aceder à Internet e a todas as potencialidades por ela oferecidas. A 
utilização da Internet é hoje algo tão natural como ligar o televisor, e é um recurso largamente utilizado 
nas aulas. Os próprios programas curriculares indicam sites potencialmente interessantes não só para a 
prática lectiva, mas como também para investigação de tópicos relacionados com os temas leccionados, 
que despertem interesse aos alunos mais curiosos.  
Em níveis mais avançados, existem vários programas que efectuam todo o tipo de análise estatística, 
deixando ao investigador mais tempo e disponibilidade para tirar conclusões acerca do seu trabalho. O 
uso da calculadora e do computador é, neste ponto, considerado obrigatório no Ensino Secundário, 
nomeadamente a calculadora gráfica, indispensável para a realização do Exame Nacional de Matemática 
de 12º ano. Estas calculadoras são pequenos computadores, têm muitas funcionalidades e até já 
conseguem incorporar folhas de cálculo. Podem ser ligadas a outros aparelhos de recolha de dados, a 
sensores de peso, de velocidade, de pressão, por exemplo. Os valores numéricos recolhidos são 
armazenados em listas, podendo ser tratados à medida das nossas necessidades. Podem ser traçados 
gráficos, calculadas rectas de regressão, derivadas no ponto, integrações. As aplicações estão 
interligadas, podendo o utilizador navegar por entre elas, tendo sempre a opção de descarregar 
aplicações diferentes através da internet e das ligações ao computador. 
 
 
                                                                                                                                                                                               
25 A Agenda Digital 2015 é um programa de acção inserido no âmbito do Plano Tecnológico que traduz uma aposta 
determinada na melhoria dos serviços prestados às pessoas e aos agentes económicos com recurso ao potencial 
das Redes de Nova Geração. 
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2.2. Plano de Acção da Matemática (PAM) e Plano da Matemática II (PMII) 
Em relação ao 2º e 3º ciclos, iniciou-se em 2006 um projecto de três anos, denominado Plano de Acção 
da Matemática, cujo principal objectivo era combater o insucesso escolar revelado pelos Exames 
Nacionais de 9º ano. Promovido pelo Ministério da Educação, foi um concurso ao qual as escolas se 
puderam candidatar, apresentando, o seu projecto a nível de escola, indicando os problemas que 
enfrentavam e como os tencionavam resolver, através da delineação de objectivos, indicadores e 
métodos de avaliação do projecto. Em todos eles se contemplou a vertente tecnológica, 
nomeadamente, na aquisição de competências TIC (Tecnologias da Informação e Comunicação), através 
da formação e familiarização dos alunos com as potencialidades da informática, utilizando software 
adequado, e das calculadoras.  
Uma vertente deste plano proporcionou um crédito horário extra, usualmente de 12h – incluídas no 
horário de um ou vários professores de Matemática - que possibilitava a existência de aulas de apoio, 
assessorias ou dinamização de Clubes, dependendo do proposto no projecto da Escola. Para além disso, 
direccionava as aulas de Estudo Acompanhado, Oferta de Escola e/ou Área de Projecto para a 
Matemática.  
Outra vertente centrou-se na ajuda financeira prestada às escolas cujo projecto foi aprovado. O 
montante da verba disponibilizada variou consoante a dimensão da Escola e o número de alunos, era 
atribuída anualmente e possibilitou às escolas adquirir, dentro das suas preferências:  
 Livros e documentação técnica (Aquisições de livros e revistas, assinaturas de publicações 
periódicas, …)  
 Material de educação, cultura e recreio (Material Didáctico, Instrumentos de apoio - compassos, 
réguas, esquadros, transferidores, Manipuláveis em geral, …) 
 Prémios, condecorações e ofertas (Livros, Material didáctico e de apoio à disciplina, 
calculadoras, software, licenças de Escola Virtual, …) 
 Outros bens (Calculadoras, sensores, interfaces de captação de dados, acessórios, pen's, CD's, 
disquetes, consumíveis de papelaria e de informática, …) 
 Deslocações e estadas (Visitas de estudo: aluguer de transporte ocasional, ingressos, alojamento 
e alimentação,…) 
 Formação (Formação de professores em áreas específicas relacionadas com a disciplina, …) 
 Outros trabalhos especializados (Serviços técnicos prestados pelo exterior, como por exemplo 
serviços de psicologia e assistência social, ...) 
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 Outros serviços (Quotizações, inscrições em concursos, portes/despesas de envio, ...) 
 Equipamento de informática (Periféricos - teclado, monitor, rato, colunas, impressoras, 
multifunções, …) 
 Software informático (CD's e Licenças de Utilização, Escola Virtual26, …) 
 Equipamento básico (DVD's ou vídeos, projectores, televisores, quadros, mobiliário para sala de 
aula, ...) 
Com este projecto, muitas escolas adquiriram material informático, que foi utilizado nas aulas, 
Laboratórios e Clubes de Matemática, proporcionando a todos os alunos uma abordagem diferente da 
Matemática, mais interactiva e viva.  
Após os três anos deste projecto, no ano lectivo 2009/2010 deu-se início ao Plano da Matemática II. 
Abrange três anos lectivos e funciona em moldes semelhantes aos do PAM. A grande diferença foi o 
alargamento do projecto ao 1º ciclo do Ensino Básico. Outro contratempo surgiu, entretanto. Devido à 
situação económica do país, no ano lectivo 2010/2011 já não foi disponibilizada a verba anual às escolas. 
 
2.3. Novo Programa de Matemática do Ensino Básico - NPMEB 
No que diz respeito a programas curriculares, também esta é uma época de mudança. No ano lectivo 
2008/2009, 40 turmas piloto de 1º, 3, 5º e 7º ano, em vários pontos do país, testaram o Novo Programa 
de Matemática do Ensino Básico (NPMEB, 2010). No ano seguinte, esta experiência foi alargada às 
escolas que nela voluntariamente quisessem participar para, em 2010/2011, este se tornar o programa 
obrigatório em vigência em todas as escolas do país. Este foi o último programa de Matemática saído 
até à data. 
Nos objectivo gerais do ensino da Matemática vem especificamente referido o “uso de instrumentos 
matemáticos tais como calculadoras e computadores” num ensino pensado para conduzir o aluno a 
saber explorar regularidades e formular e investigar conjecturas Matemáticas. 
É um programa que recomenda um ensino em que se recorre frequentemente a recursos materiais 
variados, mas sempre que se justifique, e nunca de forma gratuita. A grande aposta reside na 
exploração de situações, formulação de conjecturas, investigação, resolução de problemas e 
                                                            
26 A Porto Editora que disponibiliza materiais de aprendizagem online, incluindo testes, exercícios de preparação, 
aplicações interactivas, problemas, exemplos, desafios, etc. relacionados com os temas do currículo e já adaptados 
para uso no quadro interactivo. 
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desenvolvimento da intuição Matemática. É deixado bem claro que a prioridade é a compreensão e 
resolução da situação e não a rotina dos cálculos de que se servem para tal, exceptuando no 1º ciclo, 
onde o objectivo é exactamente a aquisição de competências de cálculo. “Os alunos devem utilizar 
materiais manipuláveis na aprendizagem de diversos conceitos, principalmente no 1.º ciclo. (…) Ao longo 
de todos os ciclos, os alunos devem usar calculadoras e computadores na realização de cálculos 
complexos, na representação de informação e na representação de objectos geométricos. O seu uso é 
particularmente importante na resolução de problemas e na exploração de situações, casos em que os 
cálculos e os procedimentos de rotina não constituem objectivo prioritário de aprendizagem, e a atenção 
se deve centrar nas condições da situação, nas estratégias de resolução e na interpretação e avaliação 
dos resultados.” (ME-DGIDC, 2010, p.9) 
Este programa reforça a ideia de que a calculadora não deverá substituir em caso algum o cálculo 
mental. Por isso, é dado bastante ênfase ao seu treino desde os níveis mais elementares: “A calculadora 
e o computador não devem ser usados para a realização de cálculos imediatos ou em substituição de 
cálculo mental. (…) O cálculo mental tem de ser desenvolvido desde o início do 1.º ciclo e está 
intimamente relacionado como desenvolvimento do sentido de número.” (NPMEB, 2010, p.10) 
Para se consultar mais citações do NPMEB relacionadas com o uso de auxiliares de cálculo, consulte-se o 
anexo 5. 
 
2.4. Reajustamento dos programas de Matemática do Ensino Secundário 
Com o reajustamento dos Programas de Matemática do Ensino Secundário, homologado entre 2 de 
Fevereiro de 2001 e 17 de Maio de 2002, conforme o ano de escolaridade e o tipo de Matemática (A ou 
B), é feito um conjunto de recomendações que incide fortemente no uso da tecnologia como auxiliar de 
cálculo (ver anexo 6). 
Segundo este programa, o ensino secundário procura dar aos estudantes a ideia que as teorias 
matemáticas são estruturadas dedutivamente, embora esta não seja introduzida axiomaticamente. Os 
conceitos fundamentais e suas propriedades básicas devem ser trabalhados pelos alunos até chegarem 
a formulações matemáticas precisas, sem, no entanto, se chegar ao extremo radicalista dos anos 70, em 
que se sobrevaloriza o simbolismo. O aluno pode expressar-se usando a linguagem natural ou a 
linguagem matemática ou uma mistura destas duas. 
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3. Síntese 
Quando se observa para o desenrolar da história da utilização dos auxiliares de cálculo no ensino da 
Matemática desde 1910 até aos dias de hoje, percebe-se claramente que passou por grandes 
transformações. E quando se chega à era da tecnologia, o que ontem era novidade, amanhã já está 
ultrapassado, sendo necessária uma constante actualização de métodos para o ensino acompanhar a 
evolução tecnológica da sociedade que nos rodeia. 
No início do século começou por se ter um ensino mecanicista, que tinha como base a memorização de 
conceitos, regras e procedimentos abstractos, para se passar a um ensino que queria abandonar a 
imposição de conceitos. Neste ponto, a Matemática era uma longa repetição de exercícios tipo, mas 
onde já se utilizavam materiais manipuláveis para melhor concretização das aprendizagens: seixos, 
botões, pedrinhas, feijões, etc.. Lutava-se pela democratização do ensino através de uma Matemática 
viva e clara. Surgiu então a preocupação em adaptar os métodos aos estudantes, lutando-se para que a 
reflexão e a compreensão fossem relegando para segundo plano a repetição. A régua de cálculo era 
utilizada, em tamanho de bolso e nas paredes das salas de aula, em tamanho alargado, assim como uma 
variedade de material didáctico manipulável.  
Com o aparecimento do Movimento da Matemática Moderna, com o aluno como centro do processo de 
ensino-aprendizagem, integrando o indivíduo na ciência, mas tendo como suporte teórico um ensino 
estruturalista da Matemática, deu-se prioridade ao ensino por descoberta, ao invés de um ensino 
meramente expositivo. Nesta altura utilizavam-se nas escolas materiais manipuláveis tais como os Dons 
de Fröebel, o Material Cuisenaire, o Calculador Multibásico e os Cubos-Barras de Cor de Nabais, o 
Material Multibásico de Dienes ou o Ábaco. Em níveis mais avançados, continuava a usar-se a régua de 
cálculo, tendo sido a época das primeiras referências ao computador e seu uso. No entanto, no esforço 
por se atingir o maior rigor e clareza possíveis, caiu-se no extremo de se praticar uma Matemática 
rigorosa, mas que dava mais importância a pormenores técnicos do que à compreensão e resolução do 
problema em si. Em oposição a esta corrente abstracta de ensino, apareceu a Matemática experimental, 
uma Matemática com medidas da realidade, com valores aproximados, com situações concretas. Nesta 
altura começaram a surgir as calculadoras de bolso e os computadores, que vieram ajudar a testar 
teorias e hipóteses, a experimentar várias formas de se chegar a um objectivo, com maior rapidez e 
precisão, levando a uma Matemática construída pelo aluno, que formulava hipóteses e as testava e 
procurava ele próprio respostas às suas interrogações. No meio de tantas revoluções, apesar de o 
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cálculo mental ser uma constante nos programas curriculares, a sua importância foi diminuída ao 
aparecer a calculadora.  
É necessário, porém, um equilíbrio, pois o processo de aprendizagem por descoberta, por si só, é um 
processo demorado e que nem sempre tem os resultados esperados. Neste sentido, muitas das 
tentativas feitas em dinamizar actividades onde é o aluno a conjecturar e a tentar descobrir, falharam 
por não serem assim tão óbvias e conduzirem os alunos a conclusões erradas, que depois tinham de ser 
corrigidas pelo docente, que os tinha de “convencer” de que não estavam certos. Ainda nesta fase o 
cálculo mental não era muito utilizado, assim como o cálculo através de algoritmos, pois é mais simples 
testar uma conjectura com a calculadora, que rapidamente efectua os cálculos. A novidade denominada 
Calculadora monopolizou a atenção de educadores, que acabaram por dar um uso excessivo a esta 
tecnologia.  
Já no século XXI, com a evolução das tecnologias, com o uso em grande escala das calculadoras (que já 
são uns mini-computadores!) e dos computadores, já tão poderosos, ganha-se tempo para trabalhar o 
raciocínio, a interpretação, as possíveis soluções, deixando cálculos morosos para as máquinas. Mas 
sente-se a falta de bases e volta a dar-se importância ao cálculo mental e ao treino de competências de 
cálculo e as ferramentas mais antigas não ficam esquecidas. Principalmente no 1º ciclo, por ser muito 
importante a criança poder manusear, agarrar, sentir os números, a Matemática. Os materiais usados 
nos anos 60 ainda estão em uso nas escolas e, inclusive, fazem parte do currículo da formação de 
professores do 1º ciclo27, como por exemplo o ábaco, usado nos níveis mais elementares para auxiliar a 
contagem e interiorização das operações mais elementares. A nível de 1º e 2º ciclos, o uso da 
calculadora recomenda-se apenas em situações pontuais. Com o avanço e modernização dos 
softwares/programas de computador, há menor possibilidade de erro nas actividades de descoberta, 
que por vezes, davam valores errados. Poder-se-ia dizer que “andamos em círculos” no que diz respeito 
ao que se enfatiza no cálculo - por algoritmos, mental, com auxiliares, por algoritmos, mental, … - mas 
considera-se mais apropriada a expressão “em espiral”, pois, apesar de volta e meia, se voltar “ao 
mesmo”, quando se dá esta repetição, já estamos um pouco mais perto do objectivo fulcral: o equilíbrio 
                                                            
27 Nomeadamente, analisando o currículo de formação de professores utilizado na Universidade de Évora, 
podemos encontrar, dentro do tema Conjuntos e Operações Lógicas, referência a Actividades com os Blocos 
Lógicos (para quantificação universal e existencial); dentro do tema Números e Operações Aritméticas Básicas, 
Actividades com as Barras Cuisenaire (para decomposição e composição de um número em base 10), Uso do 
Ábaco (para contagens e operações elementares) e Actividades com o Material Multibase (para bases de 
numeração); dentro do tema Construção de Materiais, encontramos os Blocos Lógicos, as Barras Cuisenaire e 
Ábacos, entre outros. 
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entre todas estas vertentes. Para maximizar resultados é preciso ter o cuidado de não se perder o rigor 
matemático no meio das facilidades tecnológicas. De se explicar aos estudantes o porquê e o como. De 
desenvolver o espírito crítico face aos resultados fornecidos pela máquina. De se fazer perceber que um 
utilitário não pode comandar o caminho, mas sim abrir novas possibilidades.  
Com todas estas medidas, aliada à vontade e empenho dos docentes, criou-se um sem fim de 
possibilidades que possibilitam que a aprendizagem com base na resolução de problemas seja um 
sucesso. 
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CAP III – Análise crítica da utilização dos auxiliares de cálculo no 
ensino da Matemática 
 
“It is unworthy for excellent men to lose hours like 
slaves in the labour of calculation which could safely be 
relegated to anyone else if machines were used.” 28 
G.W. Leibniz, 1685 (in Swade, 1991) 
 
Neste capítulo, serão comparados e analisados vários pontos de vista sobre a utilização dos diversos 
auxiliares de cálculo, assim como vantagens e desvantagens que a sua utilização pode trazer para o 
ensino da Matemática, de modo a perceber-se onde e como poderão, com as suas características 
particulares, ser aproveitados ao máximo no âmbito dos programas curriculares actuais. Os materiais 
manipuláveis mais antigos, como o ábaco, ainda se utilizam nos dias de hoje, em paralelo com novas 
tecnologias, potentes ferramentas de cálculo como as calculadoras e os computadores, aparelhos que 
interagem com estes, como o Quadro Interactivo e a Internet, fonte abundante de informação e de 
recursos. Ao permitirem o uso de programas específicos para cada nível e tema, estas novas tecnologias 
são grandes aliadas do professor que tem, no entanto, de saber usá-las criteriosamente, pois os 
resultados fornecidos por estas nem sempre estão isentos de pequenas falhas, características da 
máquina ou do software em que se trabalha.   
Algumas das falhas mais frequentes serão trabalhadas como uma chamada de atenção chamada de 
atenção para situações que poderão surgir no decorrer de uma aula do ensino básico ou secundário, 
assim como feitas algumas sugestões de como ultrapassar estes pequenos percalços. 
 
 
 
 
                                                            
28 É indigno que homens excelentes percam horas, como escravos, em trabalhos de cálculo que poderiam ser 
relegados com segurança para qualquer outra pessoa, se fossem usadas máquinas. 
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1. Vantagens e desvantagens na utilização de auxiliares de cálculo 
1.1. Os materiais manipuláveis 
 
Material de contagem, ábaco, material de Cuisenaire e de Nabais, MAB e material Dourado  
Este tipo de auxiliares de cálculo tem diversas vantagens, dentre as quais se realça a de poderem ser 
tocados, mexidos e manipulados fisicamente, característica importante nos níveis mais elementares, 
onde é usado. Assim, segundo Almiro (2004), Botas (2008) e Scolaro (n.d.), é recomendado o uso destes 
auxiliares na medida em que:     
 Permitem uma apropriação de conceitos e procedimentos através da prática, facilitando uma 
posterior abstracção, principalmente nos níveis mais elementares. 
 Podem ser manuseados e transportados, ao contrário das versões digitais encontradas em 
aplicações na Internet - as conhecidas applets. 
 São um recurso importante para que, tanto aluno como professor, compreendam melhor 
estruturas de pensamento. 
 Oferecem situações desafiadoras para aprendizagem e total liberdade de acção – o aluno não 
necessita seguir e perceber regras impostas, podendo criar o seu próprio caminho. 
 São um passo intermédio entre o raciocínio e o registo gráfico. 
 Têm uma miríade de aplicações práticas. 
As principais desvantagens apontadas por estes autores a estes materiais são: 
 Não criarem no estudante a abstracção necessária para aplicar o mesmo conceito em outras 
situações que não sejam similares quando são utilizados exclusivamente, ou seja, haver uma 
distância entre o material concreto e as relações matemáticas a serem representadas.  
 Não permitirem o registo de resultados, tendo este de ser feito num suporte à parte. 
 Tomarem as características de um símbolo arbitrário em vez de uma concretização natural. 
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1.2.  A régua de cálculo  
A utilização da régua de cálculo já não é recomendada no ensino do nosso tempo. No entanto, foi 
amplamente utilizada até meados de 1970 nas escolas portuguesas. Existe em outros países, como os 
EUA, um despertar para as vantagens que a manipulação deste instrumento traz aos estudantes, sendo 
dinamizados concursos e competições de destreza no uso deste instrumento. Entre as suas vantagens, 
destacam-se as seguintes: 
 O seu manuseamento desenvolve no utilizador a intuição para relacionar números e escalas que 
muitas vezes falha a quem usa apenas a calculadora/computador. Como, para interpretar os 
resultados fornecidos pela régua de cálculo é necessário saber a ordem de grandeza a cada 
passo, é necessário usar o senso comum, logo é menos provável a ocorrência de erros. Por 
exemplo, 1.5 × 30 ou 1,500,000 × 0.03 terá o mesmo resultado na régua e tem de ser o 
utilizador a saber onde coloca a vírgula. 
 Quando se quer multiplicar ou dividir uma sequência de números pelo mesmo número, a 
resposta pode ser obtida sem manipulação da régua: basta olhar. É útil para cálculo de 
percentagens, cotação de testes, comparação de preços e múltiplos cálculos de distância-
velocidade-tempo podem ser feitos manipulação directa desta ferramenta. 
 Conversões podem ser efectuadas alinhando as réguas e usando directamente os resultados. 
 Não gasta electricidade nem pilhas. 
 As regras de utilização podem ser demonstradas com réguas de papel e lápis. 
Como José Sebastião e Silva (1977) notou, na utilização deste instrumento é necessário ter alguns 
cuidados, como por exemplo: 
 O utilizador deve ter sempre em mente a ordem de grandeza dos resultados, senão habilita-se a 
esquecer pormenores, o que leva a que tenha de apontar esta informação num papel, ou noutro 
suporte, ou que tenha de adaptar sempre a ordem de grandeza a cada cálculo intermédio.  
 Ter em atenção que a precisão da régua de cálculo é de cerca de três algarismos significativos 
(uma calculadora de bolso tem sete). 
 Estar alerta para erros que possam surgir de réguas mal construídas, danificadas pelo calor ou 
com imprecisões mecânicas. “Podem agora fazer-se exercícios numéricos sobre os vários casos 
de resolução de triângulos rectângulos, utilizando primeiro a régua de cálculo e introduzindo em 
Auxiliares de cálculo no ensino da Matemática 
96 
 
seguida as tábuas logarítmicas, mostrando que se obtém assim maior aproximação.” (Silva, 
1977, p.31). 
 
1.3. A calculadora 
Nos dias correntes, a utilização da calculadora está bastante difundida nas escolas. Não é apenas aceite, 
como obrigatória na Matemática do Ensino Secundário. Mas a divergência de opiniões sobre como se 
deve utilizar esta ferramenta continua actual. Uns acreditam que a tecnologia deve ser uma ferramenta 
em que se introduz dados e se observa o resultado obtido com sentido crítico, sem ser necessário 
conhecimento do método que até ele leva; outros defendem que a aprendizagem ainda deve 
contemplar o como e porquê, o procedimento para obtenção de resultados, mas a maioria encontra um 
ponto de concordância com Teresa Assude (1990) que vê a aprendizagem de técnicas de cálculo 
independentes da utilização das calculadoras como uma forma de afastar a ideia de que os alunos se 
tornarão preguiçosos com a utilização destas, considerando a calculadora como uma ferramenta 
facilitadora da aprendizagem e potenciadora de descobertas. 
Durante o último século, como se verifica pelo estudo efectuado no capítulo II, alterna-se entre épocas 
em que se privilegia um uso quase exclusivo da calculadora e outras em que utilizar a calculadora era 
quase visto como símbolo de incapacidade. A utilização deste recurso segue um padrão recorrente, 
passando por fases de uso cauteloso e por outras onde se verifica um uso exacerbado, alternando entre 
estas duas formas. 
No entanto, apesar da preocupação em não se deixar perder o processo para calcular certos resultados, 
nos dias actuais já não se ensina os estudantes a calcular logaritmos, nem a extrair raízes quadradas. 
Todos estes cálculos, que antigamente foram tão valorizados, são hoje rapidamente efectuados através 
da calculadora e nenhum estudante do 12ºano tem conhecimento dos algoritmos que servem para tal, a 
não ser que tenha efectuado uma pesquisa do tema, por sugestão de outrem ou por interesse próprio.  
Não deve ser implícito que, por se usar uma calculadora, não se sabe fazer de outro modo, ou não se 
tem capacidade para aprender como; não se é menos capaz se não se souber de cor algum algoritmo. 
Ao saber raciocinar, fazer ligações, descobrir caminhos, compensa-se essa falta de conhecimento 
técnico, que se pode adquirir a qualquer ponto do caminho.  
É bem possível que daqui a alguns anos os estudantes já não saibam efectuar o algoritmo de divisão. Já 
desde 1990 que já não se ensina a extrair a raiz quadrada. Mas é importante que se continue a perceber 
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o que é a multiplicação, o que é a divisão, o seu significado, a saber aprender. O conhecimento técnico 
pode ser obtido em qualquer altura por alguém que realmente o queira.  
São observadas várias vantagens na utilização desta tecnologia, apontadas por Assude (1990), Ponte, J. 
P., & Canavarro, P. (1997): 
 É pequena e de fácil transporte. 
 Permite a rápida verificação de resultados obtidos por outros meios. 
 Permitir aos alunos fazerem e testarem conjecturas. 
 Valoriza o cálculo com números decimais e notação científica. 
 Permite a resolução de equações fora do nível de conhecimentos do estudante, através do 
método gráfico. 
 Permite encontrar pontos notáveis, máximos, mínimos, intersecções, em funções que, por 
meios exclusivamente analíticos, estaria fora do alcance dos estudantes.  
 Possibilita obter, por exemplo, a equação de uma recta de regressão, rapidamente e sem haver 
necessidade de utilização de fórmulas, podendo o aluno tirar as suas conclusões. 
 Contém as funções básicas de um pequeno computador. 
 Poupa tempo nas operações morosas.  
 Possibilidade de escrever e transmitir programas. 
Algumas das desvantagens apontadas por estes autores incluem: 
 A facilidade de transformação de resultados em forma de dízima para fracção relega para 
segundo plano o cálculo com fracções. 
 Inúmeras falhas de precisão nos resultados obtidos através de representações gráficas: 
- Na determinação das raízes de um polinómio. 
- No uso da calculadora para uma aproximação experimental da noção de limite 
 Número limitado de casas decimais: 
- Não fornece valores exactos, arredondando as dízimas por defeito ou por excesso. Por 
exemplo, numa calculadora básica, 5/3 = 1,6666666 ou 1,6666667. 
- Certas divisões por números muito pequenos podem levar a erros significativos de 
arredondamento, apesar de exceder, em muito, as nossas necessidades habituais. 
 Tem um número máximo e um número mínimo que pode representar e manipular. 
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1.4.  O computador 
Quanto à utilização dos computadores em sala de aula, já em 1988 a APM, na Renovação do Currículo de 
Matemática, considerava que o computador poderia facilitar uma abordagem experimental e intuitiva 
da Matemática, permitindo ao aluno ser um elemento activo no processo de aprendizagem. Borrões 
(1998) refere no seu trabalho que o uso do computador traz bastantes vantagens, entre elas: cálculos 
demorados e repetitivos, realizados pelos processos tradicionais de papel e lápis, são feitos com muito 
maior rapidez e precisão – nomeadamente na área da estatística, onde é mais usado no ensino; permite 
trabalhar com mais quantidade de valores e valores reais, sem serem os habituais números ‘redondos’; 
tem uma grande capacidade de experimentação; facilita a abordagem experimental e intuitiva da 
matemática e favorece um papel activo do aluno no processo de aprendizagem. Em contexto escolar, 
desempenha vários papéis. Os mais comuns irão ser analisados de seguida. 
 
1.4.1. Software específico  
Hoje em dia há já uma grande variedade de programas adequados ao ensino dos vários temas da 
Matemática. A maioria é software de Geometria Dinâmica, como o GeoGebra, um programa de acesso 
gratuito e muito difundido nas nossas escolas. Este programa permite, também, calcular várias medidas 
conforme as necessidades do utilizador.  
A aplicação, para além da Zona Gráfica, inclui uma Folha de Cálculo, uma Zona Algébrica, onde se 
visionam as medidas escolhidas, e uma Entrada para inserir comandos de cálculo (ver figura 71). 
Neste caso, a letra a na zona algébrica representa o valor da medida do comprimento do segmento [AB]. 
No menu Opções Álgebra Valor/Definição/Comando consegue-se mudar a visualização do valor 
para uma das outras duas: Definição ou Comando. Carregando no ponto A, pode-se, por exemplo, 
‘enviar’ as suas coordenadas para a folha de cálculo. 
Existe uma lista extensa de comandos disponíveis, no canto inferior direito, permitindo realizar estudos 
relacionando várias áreas – Geometria, Estatística, entre outras. 
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Fig. 71 – Ecrã de visualização do programa Geogebra, com comentários. 
 
As grandes vantagens deste tipo de software são: 
 Simplicidade de utilização. 
 Conservação das relações entre os objectos. 
 Possibilidade de visualizar à posteriori o processo seguido em qualquer construção (histórico). 
 Possibilidade de ensinar o programa a fazer novas construções (macro construções). 
 Gravação de ficheiros para utilização posterior. 
 Possibilidade de o aluno modificar a figura original e verificar de que forma mudam as medidas 
escolhidas.  
 Possibilidade de animar a imagem.  
Todos estes pontos tornam este software de fácil utilização por alunos que já tenham alguma 
autonomia, que já saibam partir à descoberta e que estejam interessados na actividade, e óptimo 
ilustrar diversas situações para a turma. 
Zona Algébrica 
Entrada de comandos 
Lista de comandos 
disponíveis 
Folha de Cálculo 
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Um dos aspectos limitativos deste tipo de software é a fraca precisão nas medidas. Outro, é nem 
sempre o software devolver os valores mais precisos, seja por erro de construção (pequenos desvios) ou 
por limitações nas definições da medida. Nestes casos, é necessária a intervenção do professor, com 
uma chamada de atenção para o problema e a explicação do porquê desse resultado. Outra 
desvantagem, no caso de alunos com baixa autonomia, é a obtenção de resultados diferentes de pessoa 
para pessoa, consoante a figura escolhida. Como estes alunos não têm iniciativa nem confiança de 
avançar, nem na construção, nem nas conclusões, precisam da assistência do professor em cada passo. 
Em termos específicos, utiliza-se o MathCad, em cálculos de engenharia, e o Mathematica ou o MatLab, 
para cálculo simbólico. Estes dois últimos não são usados pelos estudantes de Matemática do Ensino 
Básico nem Secundário, pois são programas mais complexos que ficam muito para além do que é 
necessário para o seu percurso escolar. No entanto, são por vezes usados pelos professores na 
preparação de materiais ou na exploração de algumas situações. 
  
1.4.2. Folha de Cálculo e Tratamento de Dados  
A Folha de Cálculo do Microsoft Excel é também frequentemente utilizada, maioritariamente no tema 
Estatística, para construção de gráficos, cálculo de medidas de tendência central e dispersão, traçado de 
rectas de regressão, cálculo de coeficiente de correlação, etc. É um programa bastante completo em 
termos de funcionalidades. No entanto, as calculadoras gráficas já permitem efectuar este estudo e, 
sendo de mais fácil manuseamento e obrigatórias a partir do 10ºano, acabam por ser mais utilizadas o 
ensino secundário. A folha de cálculo ganha terreno29 no Ensino Básico, onde a calculadora utilizada é, 
normalmente, científica ou básica. Um exemplo de uma inúmeras vantagens que a utilização da folha de 
                                                            
29 No ano lectivo 2008/2009 a Escola Básica EB2,3 Piscinas implementou o projecto Matemática Dinâmica. 
(http://www.matematicadinamica.com) Este projecto, com a duração de três anos e acompanhando um mesmo 
grupo de alunos ao longo do terceiro ciclo do ensino básico, propõe o desenvolvimento e utilização  de aplicações 
em Excel, com módulos computacionais em Visual Basic, que permitem estruturar o pensamento matemático e 
aprofundar os conhecimentos em diferentes temas do currículo nacional da disciplina de Matemática, 
privilegiando o desenvolvimento de competências como a tomada de decisões, reflexão, resolução de problemas e 
aplicações. Este projecto foi distinguido com uma menção honrosa pela Fundação Ilídio Pinho no âmbito do 
concurso "Ciência na escola" 7ª edição, centrado na área da Matemática (Tecnologias de Informação e 
Comunicação). 
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cálculo traz é referido por Ponte, J. P., e Canavarro, P. (1997, p.256): “deixa de haver a restrição 
tradicional de trabalhar apenas com números inteiros, o que poderá levar a que finalmente desapareça a 
ideia absurda mas muito comum nos alunos que, se um problema de matemática não dá conta certa é 
porque deve estar errado. (…) O grande poder da folha de cálculo está no facto de actualizar 
imediatamente o valor de cada célula quando se alteram os dados registados nas células de que ela 
depende (… ) e a capacidade para elaboração de gráficos variados.” 
Os programas de tratamento estatístico de dados, como o SPSS ou o Statistica, são ferramentas de 
tratamento e análise de dados bastante poderosas. São mais utilizados no ensino superior, pois são 
programas caros e que necessitam de licença. Além disso, a calculadora gráfica executa toda a análise 
necessária para cumprir os programas curriculares de 12ºano. No entanto, alguns colégios trabalham 
com os seus alunos o uso destas ferramentas, de modo a melhor os preparar para o Ensino 
Universitário. 
 
1.4.3. A Internet 
Hoje em dia, todas as escolas têm acesso à Internet, o que traz imensas vantagens a nível de ensino. Há 
um sem números de aplicações (applets) na Internet que nos permitem ir de encontro às necessidades e 
expectativas dos nossos alunos. O e-mail permite o envio e recepção de trabalhos, de sugestões, de 
comentários e a plataforma Moodle permite um ensino/aprendizagem à distância, com disponibilização 
de materiais, submissão de trabalhos e esclarecimento de dúvidas. 
No domínio das applets, é importante referir a NLVM30, uma biblioteca online de materiais 
manipuláveis. Este é um projecto da Utah State University, com apoio da National Science Foundation, 
com início em 1999. A página original está em inglês, com versões em Espanhol e Francês, mas pode ser 
encontrada uma versão em Português do Brasil, embora muito incompleta se comparada com a 
original31. 
No entanto, como trabalhar com as applets é bastante intuitivo, a língua não é uma barreira ao 
objectivo a atingir. Na página inicial, apresenta secções dedicadas aos Números e Operações, à Álgebra, 
à Medida e à Probabilidade e à Análise de Dados, divididas pelos vários níveis escolares.  
Dentro dos Números e Operações, níveis 9-12, são disponibilizadas as seguintes applets (figura 72): 
                                                            
30  Em http://nlvm.usu.edu/en/nav/vlibrary.html. 
31  Em http://www.proativa.vdl.ufc.br/manipulatives/nav/manipulativos.html 
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                 Fig. 72 – Applets de Números e Operações, níveis 9-12 com uma chamada de atenção para a aplicação 
Dueling Calculators. 
Algumas destas aplicações são deveras interessantes. Por exemplo, a Dueling Calculators (figura 72) faz 
uma simulação do efeito dos arredondamentos consecutivos. Após escolhido um valor inicial, esta 
aplicação constrói um gráfico com os valores dados por duas calculadoras, a azul de 9 dígitos e a 
vermelha, de 8 dígitos, para a mesma função: f(x) = sen(180x), onde x é o valor devolvido pela máquina 
na última iteração. Os alunos podem verificar que, apesar de no início as duas calculadoras devolverem 
valores semelhantes, passadas algumas iterações a diferença é já bem visível (figura 73).  
Este tipo de exemplos alerta os alunos para as limitações das máquinas e para a necessidade haver 
espírito crítico relativamente aos resultados indicados. 
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Fig. 73 – Um exemplo de como a tecnologia ajuda a compreender os erros da tecnologia. 
No nível pré – k (pré escolar) até ao 2º ano, algumas das aplicações existentes estão referidas na figura 
74: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.74 – Applets de Números e Operações, níveis pré-k - 2, NLVM; chamada de atenção para as applets 
relacionadas com auxiliares de cálculo. 
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Algumas aplicações que se relacionam directamente com este estudo estão destacadas (figura 74): o 
Ábaco de Troca de Contas e o Blocos Base, com a versão Adição (a Subtracção é semelhante; para Casas 
Decimais, basta considerar, da direita para a esquerda, as colunas como sendo as casas decimais, na 
quantidade que se desejar) e ainda um método de visualizar Multiplicações através da Área de 
Rectângulos. 
O Ábaco de Troca de Contas32 permite perceber melhor o “e-vai-um” do algoritmo da adição ou 
multiplicação. Quando o utilizador junta o número suficiente de fichas de uma ordem que permita a 
troca por uma ficha da ordem superior, aparece uma seta que, ao ser pressionada, efectua a troca. Esta 
seta também permite a troca no sentido inverso, isto é, trocar uma unidade da ordem superior pelo 
número de unidades correspondentes da ordem inferior. Esta aplicação trabalha com as bases 2, 5 e 10. 
       
Fig. 75 - Troca de 10 fichas de unidade por 1 ficha das dezenas (ou vice-versa). 
 
A aplicação Blocos Base33 gera números a serem representados pelo utilizador na base escolhida. Na 
parte direita do ecrã, o utilizador pode escolher o número de casas decimais, a base (bases 2, 3, 4, 5, ou 
10) e o número de ordens desejado para formatar o número que a aplicação vai gerar 
Na figura 76, apesar da representação do número 3033 na base 4 estar correcta em todos os passos, o 
programa não o assume como tal. Para isso acontecer, é necessário seleccionar com o rato as unidades 
excedentes, agrupá-las e transportá-las para a ordem superior. Só então aparece o número escrito do 
lado direito. 
 
                                                            
32 http://nlvm.usu.edu/en/nav/frames_asid_209_g_1_t_1.html?open=activities&from=category_g_1_t_1.html  
33 http://nlvm.usu.edu/en/nav/frames_asid_152_g_1_t_1.html?from=category_g_1_t_1.html  
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Fig. 76 – Escrita do número 3033 na base 4 
 
A aplicação Adição com Blocos Base34 apresenta adições a serem resolvidas através do transporte de 
unidades intra e entre ordens. Em primeiro lugar, agrupa-se, dentro da mesma ordem, a quantidade 
necessária de unidades para se transportar para a ordem superior e só depois se efectua o transporte 
(figura 77). Nesta fase, o programa coloca o “e-vai-um” por cima da indicação da operação. Este método 
permite ao aluno perceber o interiorizar o método de transporte na adição. 
 
                                                            
34 http://nlvm.usu.edu/en/nav/frames_asid_154_g_1_t_1.html?from=category_g_1_t_1.html  
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Fig. 77 – Cálculo de uma soma no Base Blocks Addition 
 
A aplicação Multiplicação com Rectângulos35 é bastante interessante, não só por ser visualmente 
atractiva, seguindo um esquema de cores, mas também porque efectua a multiplicação de três formas 
diferentes, à escolha do utilizador. Os números variam segundo a escolha do utilizador, embora sejam 
limitados. 
 Multiplicação por grupos – a mais simples, calculando, no máximo, 10x10, utiliza 4 filas de 7 
quadrados para o cálculo de 4 x 7. 
 Multiplicação em gelosia36 – método utilizado na Europa do séc. XII. Calcula até 30x30. Utiliza 
um esquema de cores para que melhor se perceba a que parte da representação esquemática 
corresponde cada parcela (figura 78). 
                                                            
35 http://nlvm.usu.edu/en/nav/frames_asid_192_g_1_t_1.html?from=category_g_1_t_1.html  
36 Em http://www.coolmath4kids.com/times-tables/times-tables-lesson-lattice-multiplication-3.html encontramos 
uma explicação deste método destinada aos mais novos. 
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Fig. 78 – Multiplicação em gelosia 
 
 Multiplicação comum – Produtos até 30x30. Ilustra o algoritmo de multiplicação usual. 
 
Fig. 79 – Multiplicação usual 
 
 
Factores 
Resultado 
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O programa da Mathletics37 apresenta uma forma interactiva de aprender matemática, sendo dirigido a 
estudantes de matemática dos 5 aos 18 anos. Pode ser utilizado por uma turma, por alunos individuais 
numa escola ou por estudantes em casa. Neste momento, tem utilizadores dos mais variados países, 
como se pode ver na figura 80, que representa um ranking dos Top 100 melhores estudantes do mundo. 
O utilizador aprende através dos tutoriais do programa e, posteriormente, submete-se a um conjunto de 
questões; quantas mais questões responder correctamente, mais pontos ganha. Na altura em que foi 
retirada esta imagem, estavam 7,048 estudantes online, quer a praticar, quer a responder a questões.  
 
Fig. 80 – Ecrã inicial da Mathletics, onde se podem identificar utilizadores de várias nacionalidades. 
Segundo uma investigação levada a cabo pela Mathletics, envolvendo cerca de 5250 alunos do 9ºano, as 
percentagens médias de sucesso, após uma utilização continuada do programa, aumentam em cerca de 
15 a 20%.   
Em Portugal há diversas entidades que prestam apoio aos docentes de matemática na utilização de 
applets deste género nas suas aulas. Entre outras, a Fundação Calouste Gulbenkian, a APM - Associação 
de Professores de Matemática e o portal do NPMEB – Novo Programa de Matemática do Ensino Básico. 
A Fundação Calouste Gulbenkian disponibiliza um portal para professores de Ciência, denominado Casa 
das Ciências, como um meio de integrar a utilização das tecnologias da informação no processo de 
ensino/aprendizagem. Disponibiliza materiais de apoio e tem uma página com links38 para applets que 
podem interessar ao professor de matemática. 
                                                            
37 http://www.mathletics.co.uk/ 
38  http://www.casadasciencias.org/index.php?option=com_weblinks&view=category&id=3670&Itemid=31&menu=5 
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A APM39 tem diversas sugestões de sites potencialmente interessantes para a prática lectiva. Existe, 
inclusive, um apontador para exploração do material de Cuisenaire. Também tem uma secção dedicada 
a esclarecimento de dúvidas, online, para o 2º e 3ºciclos. 
Finalmente, dentro do portal do NPMEB40, há uma secção inteiramente dedicada à Internet, 
denominada Sítios para Consulta. Aqui é possível encontrar-se variadas aplicações, software disponível 
para download, sites de apoio à Matemática e, ainda, materiais para aplicação na aula de matemática. 
Relativamente a cálculos matemáticos mais avançados, a página da Wolfram|Alpha oferece uma 
variedade de recursos muito úteis. O portal Wolfram|Alpha41 é um potente motor de busca de 
conhecimento: basta inserir uma pergunta que o Wolfram|Alpha nos responde ou direcciona para a 
resposta. É uma ferramenta muito utilizada por estudantes de níveis mais avançados, pois tem secções 
dedicadas a diversas áreas da matemática, permitindo fazer desde cálculos elementares até resolução 
de integrais, equações diferenciais ordinárias, factorização em números primos, análise estatística, 
gráficos em 3D (figura 81), entre muitas outras aplicações. 
 
Fig. 81 – Gráfico de f(x,y) = sin(x).(cos(y) 
A utilização da Internet pode trazer grandes vantagens tanto para o professor como para os alunos, 
devido à quantidade de informação disponibilizada com rapidez e da disponibilização de aplicações e 
portais que contribuem para esclarecer, para saciar a curiosidade e alargar horizontes. Todas estas 
aplicações são fascinantes para o aluno de hoje, que adora mexer em tecnologia, contribuindo para este 
ter uma outra visão dos conteúdos das aulas. Podem fazer-se trabalhos de investigação muito 
interessantes com os alunos através da Internet. 
                                                            
39  http://apm.pt/portal/index.php?id=60510 
40  http://area.dgidc.min-edu.pt/materiais_NPMEB/sitioconsulta.htm  
41 http://www.wolframalpha.com/examples/, 
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O revés da medalha é que nem sempre a informação disponibilizada é precisa e rigorosa. Encontra-se 
muito material que é colocado online com graves lacunas a nível científico. Por esta razão, é sempre 
necessário ter cuidado com as fontes de informação. Procurar em locais oficiais, recomendados ou de 
instituições de reconhecido valor. Cabe ao professor aconselhar os melhores sites de pesquisa. 
 
2. A influência das tecnologias na Matemática  
Desde que surgiu, o computador tem vindo a mudar prioridades, conceitos e competências a ensinar e a 
adquirir nas aulas de Matemática. Há tópicos que foram removidos e outros que vão ganhar 
importância. Variadíssimos autores defendem que os temas tradicionais sejam alterados para dar lugar 
a novos tópicos importantes: a forma como se apresenta o ensino da álgebra, das probabilidades, da 
estatística tem forçosamente de ser repensado para acomodar as tecnologias existentes. Os 
computadores provocaram uma grande mudança na Matemática, e a tendência é que a sua influência 
nos currículos se torne cada vez mais forte.  
Algumas evidências em como os processos e métodos matemáticos se começaram a adaptar em função 
das capacidades do computador são comprovadas por excertos de diversos textos: 
“Os processos de recorrência (baseados no princípio da indução matemática, que depois será estudado 
em pormenor) constituem um dos muitos assuntos da matemática que têm sido postos na ordem do dia 
pelos computadores.” (Silva,J.S., 1977). 
“Por outro lado, as dificuldades de cálculo numérico inerentes ao mundo estão hoje em grande parte 
removidas pelos computadores electrónicos. Na verdade, a uso dos computadores tem vindo a acentuar 
e importância do modo experimental na investigação matemática, permitindo aperfeiçoar processos ou 
mesmo abrir caminhos inteiramente novos. (…) A utilização crescente de computadores pelos 
matemáticos para o processamento, armazenamento e escrita de informação (…) está a levar ao 
surgimento de novas práticas e de novos conceitos.” (APM, 1988).  
 “Devido à introdução da calculadora é importante reforçar o trabalho com fracções decimais.” (M.E., 
1991a)  
A poupança de tempo em demonstrações exaustivas, também é uma característica importante. Em 
1976 aconteceu a primeira demonstração matemática com recurso ao uso do computador: a 
demonstração do teorema das quatro cores. Demorou mais de seis meses a verificar dois mil casos 
possíveis de mapeamento, que, sem os computadores, levaria décadas. Houve uma grande controvérsia, 
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pois a comunidade matemática não queria aceitar uma demonstração que não fosse de lápis e papel. 
Este caso mostrou que há um relacionamento íntimo entre os computadores e a Matemática. A 
Matemática é essencial na construção de computadores e dos programas de computadores e os 
computadores detêm um papel cada vez mais relevante na pesquisa pura da Matemática. 
Não seria possível desenvolver novas tecnologias sem o auxílio da Matemática, sem a estrutura e a 
lógica do pensamento matemático. E as tecnologias retribuem, dando também o seu contributo para o 
desenvolvimento da Matemática, através dos problemas que apresentam e dos algoritmos que se 
desenvolveram por sua causa. Uma vez que o cálculo simbólico feito no computador requer um 
procedimento diferente daquele usado nos métodos tradicionais, também diferem as técnicas de 
cálculo utilizadas.  
Áreas como a investigação operacional, teoria de números, matemática discreta, lógica e sistemas 
dinâmicos, recorrem ao uso do cálculo computacional e das potencialidades da internet. Um exemplo, é 
a procura de números primos e perfeitos42, através de redes de cooperação na internet. Centenas de 
pessoas usaram um programa de verificação que permitiu encontrar, em 1996, mais um número 
perfeito. Mais dois foram encontrados em 1997 e 1998, havendo 47 números perfeitos conhecidos até 
Setembro de 2009.  
A comunicação é muito mais rápida, o envio e recepção de informação estão à distância de segundos, 
tornando a investigação mais dinâmica o que resulta no surgimento de novos conceitos e novas práticas 
de investigação na Matemática. 
Nos dias actuais, existem programas de computador em que basta inserir dados para, com o simples 
pressionar de um botão, obter resultados. Isto permite que certas ferramentas, nomeadamente 
estatísticas, sejam usadas mesmo antes de o aluno ter capacidade para saber os mecanismos que se 
escondem por trás dos cálculos, podendo apenas interpretar o resultado à luz do significado do conceito 
em estudo. Por outro lado, pode tornar a mente preguiçosa enquanto o utilizador descansa nas 
potencialidades da máquina. Mas aí tem de entrar o espírito crítico, o bom senso – não deixar que a 
máquina nos controle, mas sim que nos sirva. Saber escolher o que melhor nos convém, que nos poupe 
tempo e não que dite os nossos passos. Nas palavras de Sebastião e Silva (1977): “… mesmo quando se 
trabalhe com um bom computador, procura-se sempre, entre vários métodos de aproximação, aquele 
                                                            
42 Um número perfeito é um número inteiro para o qual a soma de todos os seus divisores positivos próprios 
(excluindo ele mesmo) é igual ao próprio número. 
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que seja mais expedito e mais fácil de programar, porquanto o objectivo, nestes casos, obter a máxima 
economia de tempo e de energia, que se traduz em economia de dinheiro.” 
O cálculo mental prático deve ser aprendido e exercitado. É útil para fazer estimativas, para cálculos 
simples e rápidos. Alguns procedimentos antigos deixaram se ser indispensáveis e torná-los parte 
obrigatória de um currículo não faz sentido na época moderna, onde temos uma Matemática dinâmica, 
onde os resultados são integrados numa visão mais alargada. Na escola, o aluno deve manipular a 
Matemática, criá-la, senti-la, trabalhá-la, perguntar o que é realmente importante. Mas, por vezes, a 
Matemática da escola fica, muito presa ao tradicional. A Matemática da vida não é feita com números 
naturais e nunca há uma sala quadrada.  
 
3. Exemplos ilustrativos de situações inesperadas 
3.1. Erros de arredondamento  
Antes de serem tecidas quaisquer considerações, é importante perceber um pouco do funcionamento 
da calculadora e dos computadores e do porquê do aparecimento destes resultados inesperados. 
A capacidade de memória de qualquer calculadora ou computador é sempre limitada. Por isso, não nos 
é permitido manipular um número irracional tendo em conta a sua expressão numérica. Basta 
considerar números muito grandes ou muito pequenos para se ter uma noção dos limites da máquina: a 
quantidade de dígitos do número que a máquina aceita depende do tamanho de memória disponível. 
Claro que um computador terá sempre mais memória que uma calculadora e, por conseguinte, tem 
capacidade de operar com valores mais elevados. 
De facto, a mantissa43 de um número trabalhado com a calculadora tem que ser limitada, devido à 
capacidade de memória da máquina. Assim, existem números que não possuem representação na 
máquina em que estamos a trabalhar. Por exemplo, o número x = 123456,123456 não tem 
representação numa máquina de base decimal cuja mantissa só permita armazenar 10 dígitos. Surge, 
desta forma, a necessidade de o aproximar por um outro que possa ser representado na referida 
máquina. Isto processa-se através de uma destas duas hipóteses: 
 Arredondamento: x = 123456,123456 vai ser arredondado da forma usual 
(arredondamento simétrico) para x 1 = 123456,1235.  
                                                            
43 De uma forma simples, a mantissa é a quantidade de algarismos significativos de um número. 
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 Truncatura: x = 123456,123456 vai ser truncado para x 1 = 123456,1234.  
A forma como se representam os números reais pode resultar em erros. No nosso dia-a-dia, é utilizada 
uma representação posicional de base 10. Também as calculadoras trabalham com a base 10. Já os 
computadores utilizam a base 2 (On/Off para cada bit), o que, só por si, pode causar alguns embaraços, 
pois um número de representação finita na base 10 pode não ter representação finita na base 2. Por 
exemplo, (0,2)10 = (0,001100110011…)2. Ao ter uma representação infinita, a máquina terá de, em algum 
ponto, desprezar casas decimais, transformando um número que se supõe exacto num número 
aproximado.  
A representação em vírgula flutuante, baseada na notação científica, é a mais apropriada para uso 
computacional: fixando uma base b, um número n é escrito, na representação normalizada44, na forma 
n = ±m × be      i.e.     n = ± 0, d
1
 d
2
 d
3 
. . . d
t 
× be  
onde b ≥ 2 é a base, b-1 ≤ m < 1 e e   Z. 
A mantissa é formada pela sequência de dígitos di   ,0, 1, …, b - 1}, d1≠0. Poderia ser originalmente 
infinita, mas considere-se desde já a limitação imposta pela máquina. Também o expoente poderia ser 
um inteiro qualquer, mas, pela mesma razão, tem de ficar confinado a um intervalo de valores inteiros. 
Indicando o número máximo de dígitos da mantissa por t e o número máximo de dígitos do expoente 
por q, a notação F(b, t, q) representa o sistema em ponto flutuante na base b, com uma mantissa de 
t dígitos, no máximo, e um expoente com um máximo de q dígitos. 
Em síntese:  
a) A representação dos números reais é condicionada pela limitação dos dígitos da mantissa. O 
número de bits reservados para a mantissa determina o grau de precisão;  
b) A grandeza dos números reais é limitada. O número de bits do expoente determina a grandeza 
máxima. 
Muitos dos erros dos valores devolvidos pela calculadora/computadores têm origem nesta propriedade. 
 
 
                                                            
44 O zero não tem representação normalizada. 
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3.2. Calculadora Básica  
As calculadoras básicas conseguem representar números com 8 a 10 dígitos. Têm um espaço para o sinal 
– e conseguem armazenar um número na memória. Trabalhando com este tipo de calculadoras, surgem 
frequentemente problemas a nível de arredondamentos, de representação de números e das 
prioridades de operações. 
No caso de o utilizador querer inserir um número com mais dígitos do que aqueles que o visor da 
calculadora suporta, a máquina não aceitará a introdução dos dígitos excedentes, pois não converte a 
notação para ponto flutuante porque não existe expoente. No caso de o resultado de um cálculo ter 
uma quantidade de dígitos superior ao admitido, do lado esquerdo do visor aparece a letra E seguida do 
resultado do cálculo numa espécie de notação científica, mas sem indicação do expoente. Por exemplo, 
87654329 x 2 = E1,7530865. (Mais uma vez, no modelo testado, o resultado é truncado e não 
arredondado.) Assim, o maior número, em valor absoluto, que estas calculadoras suportam é 
constituído por tantos algarismos 9 quanto o número máximo de dígitos admitidos. No modelo testado, 
com capacidade para 8 dígitos, esse número é o 99 999 999. 
No que diz respeito a arredondamentos, o método utilizado depende do modelo em uso: podem ser 
feitos por truncatura ou arredondamento usual. O modelo testado utilizou o método da truncatura. 
Assim,     = 1,414 213 562 37309504880…  surgiu no visor como    = 1,4142135. A mantissa desta 
calculadora é formada apenas pelos 8 dígitos que o visor comporta: efectuando a subtracção    – 
1,4142135, obtém-se o valor 0 (zero), o que indica que o número que a máquina entende como sendo 
    é exactamente aquele que mostra no visor. 
A representação de números irracionais nas calculadoras é muito limitada. Ao ser calculada     numa 
calculadora básica, aparecem alguns dígitos, que os professores explicam ser o início de uma dízima 
infinita não periódica. Acrescentam que não existe nenhum par de números que, divididos, resultem 
naquele número. A maior parte dos alunos fica satisfeita, pois não tem o hábito de se questionar, mas 
há sempre quem argumente: “Eu encontro! 1 414 2135/1 000 0000 dá exactamente o mesmo 
resultado!” ou “Mas, professor, como é que eu sei que este número da máquina não se repete como um 
todo?”   
Não se pode provar a irracionalidade de     com a calculadora. Na verdade, a calculadora só consegue 
representar números racionais. A representação no visor tem um número finito de casas decimais e pela 
simples observação dos números não se consegue distinguir entre    e a dízima correspondente a 1 414 
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2135/1 000 0000. Mais uma vez, é importante sensibilizar os alunos para todos estes pormenores, e 
despertar neles o hábito de verificar os resultados obtidos na máquina. 
Um dos erros mais comuns efectuados com uma calculadora básica resulta da ordem pela qual são 
introduzidas as operações. Por exemplo, quando se efectua 2 + 3 x 3, a calculadora não apresenta o 
resultado 11, mas sim o resultado 15, pois não reconhece a prioridade da multiplicação sobre a adição. 
Limita-se a efectuar as operações pela ordem de introdução na máquina, o que obriga o aluno reflectir 
sobre que números introduzir em primeiro lugar de modo a obter o resultado certo. 
No que respeita às adições e subtracções que envolvem números muito grandes e muito pequenos, este 
tipo de calculadoras não apresenta resultados muito fiáveis. No modelo testado, ao se efectuar 
11223344 + 0,9 e 11223344   0,9, o resultado é obtido é o mesmo: 11223344. São duas operações que 
mesmo os alunos de níveis mais elementares sabem fazer e que reconhecem que não podem ter o 
mesmo resultado, mas que esta máquina não consegue efectuar. Ao efectuar 11223344   1,9, a 
máquina indica o resultado 11223343, mostrando que não está a considerar o dígito das décimas no seu 
cálculo. 
 
3.3. Calculadora Gráfica  
Os modelos de calculadora gráfica mais utilizados nas escolas são a Texas Instruments TI-84 e a Casio fx-
9860G, portanto, as considerações que aqui se fazem incidem sobre estes dois modelos e sobre os 
problemas na sua utilização em sala de aula. Estabelece-se um contraponto, evidenciando-se problemas 
e diferenças que surgem e que podem causar algumas controvérsias na sala de aula. Por exemplo, dois 
alunos que obtêm resultados diferentes para o mesmo cálculo. Estas situações podem ser muito ricas 
para a aprendizagem no sentido em que, com a ajuda do professor, despertam os alunos para a 
necessidade de validar resultados. Para simplificação da escrita, a partir deste ponto, a calculadora da 
Texas Instruments, TI-84, será referida apenas como Texas e a calculadora da Casio, modelo fx-9860G, 
será referida apenas como Casio.  
Após vários testes, verificou-se que a capacidade do visor de ambas as calculadoras é 10 algarismos, a 
partir dos quais passam para notação em ponto flutuante. Para o expoente, nos valores devolvidos, são 
reservados dois dígitos (expoentes de –99 a 99), precedidos da letra E, sendo o expoente ajustado para 
que o primeiro dígito da mantissa (à esquerda da vírgula) seja um inteiro entre 1 e 9, obtendo-se um 
número expresso em notação científica.  
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No entanto, o número de dígitos da mantissa varia conforme a máquina. Apesar de as duas máquinas 
apresentarem no visor 10 algarismos, a mantissa da Casio possui 15 dígitos, enquanto a da Texas possui 
apenas 14.  
 
Casio        Texas 
   = 1,414213562        = 1,414213562    
Visor: 10 dígitos      Visor: 10 dígitos 
           
   - 1,414213562 = 3.7309 E-10       - 1,414213562 = 3.731 E-10 
Mantissa: 10 + 5 dígitos     Mantissa: 10 + 4 dígitos 
 
Assim sendo, o sistema de ponto flutuante utilizado pela calculadora Casio é F(10,15,2) e o da Texas, 
F(10, 14, 2). Por definição, a precisão p de um sistema de ponto flutuante é o número de algarismos 
significativos. Assim, a precisão da Casio é p=15 e a da Texas, p=14, o que torna a Casio uma calculadora 
mais precisa. 
No que concerne a arredondamentos, ambas as máquinas utilizam o método do arredondamento para 
trabalhar com os números. Em ambos os visores,    = 2,449 489 742 783 178 098 19… surge como 
2,449 489 743, sendo este valor guardado pela Casio como 2,449 489 742 783 18 e pela Texas como 
2,449 489 742 783 2. Conclui-se, também, que estes últimos dígitos da mantissa são também 
arredondados da forma usual. 
No caso de o utilizador inserir um valor com mais de 10 dígitos ou obter como resultado de um cálculo 
uma quantidade de dígitos superior a 10, ambas as máquinas o convertem automaticamente para 
notação em ponto flutuante, guardando os restantes algarismos até ao 14º ou 15º dígito, conforme a 
máquina, sendo que do lado direito do visor aparece a letra E seguida do valor do expoente. Todos os 
valores são arredondados: ambas as máquinas arredondam não só o número apresentado no visor, 
como também o número com os 14 ou 15 algarismos significativos. 
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Dois exemplos: 
 123456789,123456789    123456789,1. 
 99 999 999 999    1E11.   45 
Tratando-se de valores limite, estas calculadoras não fogem à maioria. Em termos de valores muito 
grandes em valor absoluto, o primeiro número não admitido é 10100. Diz-se que este número (e 
superiores) produz um overflow. No caso da Texas, o maior número admitido é 9.999 999 999 999 9 E99. 
No caso de surgir um número superior a este, a máquina devolve a mensagem: ‘ERR:OVERFLOW’. No 
caso da Casio, o maior número admitido é 9.999 999 999 999 99 E99. No caso de surgir um número 
superior a este, a máquina devolve a mensagem: ‘ERRO Matemático’. 
Relativamente a valores muito pequenos em valor absoluto, o último número admitido é 10-99. Para 
números inferiores a este, a calculadora produz um underflow, e a máquina considera-o como sendo 0 
(zero).  
Também no cálculo de derivadas surgirão valores diferentes dos esperados em algumas situações. 
Considere-se a função  f(x) =  0,02 x 3 + x 2 + 7. No cálculo do valor da derivada da função f, no ponto 
de abcissa 10, os resultados são diferentes consoante a calculadora utilizada: 
 Com a Casio: OPTN    CALC    d/dx ( 0,02x 3 + x 2 + 7, 10) = 14. 
 Com a Texas: MATH  nDeriv   nDeriv ( 0,02x 3 + x 2 + 7, x, 10) = 13, 99999998.  
Mais uma vez, é necessário o aluno estar alerta para os erros de precisão da máquina. Procurando nos 
respectivos manuais uma razão para esta discrepância de resultados, encontra-se, na secção 2-5-2 do 
manual de instruções da Casio, a forma como é calculada a derivada. A diferenciação para este tipo de 
cálculo é a seguinte: 
         
    
            
  
 
Na definição, infinitesimal é substituído por uma   , pequena suficientemente, com o valor na 
proximidade de       calculado como: 
      
             
  
 
                                                            
45 Modelos anteriores da Casio, mas ainda utilizados, como o CFX – 9950 GB PLUS, quando da inserção deste valor, 
devolvem o resultado 9,999 999 999 E10. Ou seja, o número original não é arredondado, mas sim truncado. Esta 
pequena incongruência foi corrigida neste modelo mais actual. 
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De forma a obter a melhor precisão, esta calculadora emprega a diferença central para executar os 
cálculos diferenciais. 
E na secção 2-5-3, a Casio tem o cuidado de apresentar no seu manual algumas notas importantes 
(figura 82) acerca das imprecisões de cálculo, chamando a atenção do utilizador para várias situações. 
 
Fig. 82 – Motivos apresentados para imprecisões nos cálculos - Instruções da Casio fx-9860G. 
Verifica-se que a margem de erro46 para o cálculo do valor da derivada num ponto é, por defeito, 10-10. 
Outra forma de se obter o valor da derivada num ponto é inserindo a expressão como uma função y1= 
 0,02x3 + x2 + 7 e activar em SETUP a ferramenta Derivative: On. De seguida, basta fazer um TRACE 
ou especificar o valor de x =10 na janela de visualização do gráfico, para chegar ao valor da derivada: 
14. 
A Texas Instruments, na pág. 41 do seu manual de instruções, dá a seguinte indicação: “nDeriv( 
(derivada numérica) devolve uma derivada aproximada da expressão relativamente à variável, dado o 
valor em que calcular a derivada e ε (caso não seja especificado, a predefinição é 10-3).” 
Logo aqui se encontra uma grande diferença em relação à máquina da Casio: a pré-definição da margem 
de erro é apenas 10-3, o que gera mais hipóteses de obtenção de resultados imprecisos caso não seja 
especificado nada em contrário. 
                                                            
46 No manual da Casio, a margem de erro é definida como tol ( tolerância). 
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Na página 42 do mesmo manual, está descrito o método de cálculo do valor da derivada: nDeriv( utiliza 
o método quociente da diferença simétrica, que aproxima o valor da derivada numérica como a 
inclinação da recta secante através destes pontos. 
      
              
  
 
À medida que   fica mais pequeno, a aproximação torna-se geralmente mais precisa. O manual indica 
que “a TI-84 pode devolver um valor derivado falso num ponto indiferenciável”(p.42). Verifica-se que a 
derivada é calculada com uma margem de erro de 10-3 e que também existe uma chamada de atenção 
para resultados errados. 
Para ultrapassar o problema, deve-se, aquando da instrução nDeriv(  , especificar o último parâmetro, a 
margem de erro. Assim, a calculadora já devolve o valor correcto: 
nDeriv (-0,02x3 + x2 + 7, x, 10, 10-6) = 14 
É necessário colocar uma margem de erro inferior a 10-13, pois esta já não é suportada pela máquina, 
que devolve o valor 0 (zero). 
Outra forma de calcular este valor é inserir a expressão como sendo uma função, em y1= -0,02 x
 3 + x 2 + 
7 e usar o menu CALC dy/dx 47 10 ENTER. Apesar da margem de erro pré definida ser a mesma, o 
resultado apresentado no visor é 14, pois neste modo os resultados são apresentados com apenas duas 
casas decimais. 
Quanto às funções racionais, a Texas calcula o valor da derivada para valores de x que não pertencem ao 
domínio da função. Por exemplo, 
nDeriv( 
 
   
 , x , 2) = 3000000 
Mesmo alterando o valor pré-definido da margem de erro para 10-10,  nDeriv ( 
 
   
 , x , 2, 10-10) = 3E20. 
Este erro deve-se ao método usado pela calculadora para aproximar o valor da derivada. A Casio, para o 
mesmo cálculo, não devolve um valor para a derivada, mas sim uma mensagem de erro: ERRO 
Matemático. 
Um caso em que ambas as calculadoras não devolvem o resultado esperado é o das funções módulo, 
onde é apresentado um valor para a derivada em todos os pontos do domínio, tanto através da 
abordagem gráfica como da numérica.  
                                                            
47 dy/dx encontra a derivada numérica (inclinação) de uma função num ponto, com ε=10-3. 
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Relativamente ao estudo de limites de sucessões, a brochura Funções 12º ano (1999), faz uma chamada 
de atenção para as limitações da calculadora na abordagem gráfica dos mesmos. Nomeadamente, no 
estudo da convergência da sucessão Tn =    
 
 
 
 
 , onde se verifica uma convergência muito lenta e 
onde, a partir de certa altura, o resultado dado pela calculadora não corresponde ao termo da sucessão.  
Foi proposto a um grupo de estudantes que descobrisse, com o maior número de casas decimais 
possível, para que valor tendia esta sucessão48. De seguida é apresentada a título de exemplo, na figura 
83, a resolução do aluno que conseguiu obter a melhor aproximação. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Resposta do aluno: Acho que a sucessão tende para 2.7182 81828, pois parece ser crescente, 
mas não consigo explicar o 1 que aparece para valores maiores que 10 000 000 000 000.  
 
Fig. 83 – Estudo efectuado por um aluno para encontrar o limite de convergência de Tn =    
 
 
 
 
 
                                                            
48 Todos os alunos que realizaram esta tarefa trabalharam com a calculadora Casio. 
x 
Y1 =    
 
 
 
 
  Notas do aluno 
1 2 (mínimo) 
100 2.7048  
1 000 2.7169  
10 000 2.7181  
100 000 2.7182  
1 E6 2.7182 2.7182 80469 
1 E7 2.7182 2.7182 81693 
1 E10 2.7182 2.7182 81828 
1 E12 2.7182 2.7182 81828  !!!  
1 E14 1 1  
1 E13 2.7182 2.7182 81828 
1 E15 1 1 
2 E13 1 1 
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Este estudante utilizou uma abordagem através da tabela associada a uma função. Em busca de valores 
mais precisos, foi inserindo na tabela valores de n cada vez maiores. A resolução do aluno, com a tabela 
tal como é visualizada no ecrã da CASIO, é apresentada na figura 83. O objectivo é obter o número 
2,718281828 (10 algarismos).  
Enquanto não estabilizou as 4 c.d., o aluno não recorreu a números mais precisos, mas assim que se 
repetiu a dízima 2,7182, passou a utilizar os resultados mais específicos. Experimentou vários valores, 
até que, para x = 1012, pensou que teria encontrado a resposta. Mas, não satisfeito, ainda tentou 1014, 
para se deparar com o resultado 1. Experimentou o 1013 e verificou que obtinha o mesmo resultado de 
1012. Tentando perceber o porquê do 1 ainda efectuou outras tentativas. Este aluno intuiu que o limite 
deveria ser 2.7182 81828, mas também poderia dizer que era 1, se não tivesse a noção de que se tratava 
de uma sucessão crescente. Este erro deve-se à capacidade da mantissa da calculadora ser apenas de 15 
algarismos significativos. Fazendo a diferença entre    
 
    
 
    
 e  e , obtém-se 0 (zero), provando 
que a máquina guardou os 15 algarismos significativos correctos. 
Comparando os resultados das calculadoras Casio e Texas (figura 84), conclui-se que a Texas apenas 
consegue manter um resultado fiável até n=1012, com um erro de aproximação igual a -1.3E-12. A Casio 
consegue o melhor resultado possível, com n=1013, enquanto a Texas, para o mesmo valor de n, devolve 
um valor muito fora do esperado. 
 
 Casio Texas 
x Y1 =    
 
 
 
 
 Y1 - e Y1 =    
 
 
 
 
 Y1 - e 
1 E11 2.7182 81828 -1.36 E-11 2.7182 81828 -1.35E-11 
1 E12 2.7182 81828 -1.36 E-12 2.7182 81828 -1.3E-12 
1 E13 2.7182 81828 0 2.7605 77856 0.0422960278 
1 E14 1 ---- 1 --- 
Fig. 84 – Resultados das calculadoras Casio e Texas para o cálculo do limite de Y1. 
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Neste caso, a abordagem através da tabela associada a uma função permitia explorar melhor o 
problema proposto. Dado que o aluno não utilizou a vertente gráfica, não houve necessidade de 
representar a função em MODE Dot (pontilhado) em vez de Connect (linha). Neste tipo de abordagem 
gráfica, haveria mais probabilidade de o aluno ser induzido em erro.  
Poder-se-ia ter utilizado igualmente o menu RECUR, opção tomada por outros estudantes. No entanto, 
este recurso não permite a manipulação dos valores da tabela. Além de que, neste modo, específico 
para representação de sucessões, apenas se conseguem escolher os valores de iniciais e finais de n. A 
calculadora assume automaticamente o passo como sendo 1. Desta forma não se consegue estudar um 
intervalo muito abrangente de valores, não facilitando aos alunos que tomaram esta opção que 
completassem com sucesso o desafio proposto. 
A abordagem gráfica foi a que obteve as piores aproximações, pois os alunos apenas representaram os 
primeiros termos da sucessão. Para mais, exige que seja alterado o Modo, em MODE, de Connected 
para Dot, de modo a serem obtidos pontilhados.  
A Texas, no modo Seq, destinado a sucessões, permite escolher o valor inicial e permite construir a 
tabela, bastando fazer SHIFT TBLSET  Indep: ASK, mas a construção da mesma é muito demorada, 
os cálculos não são imediatos. O método mais eficaz é, sem dúvida, a tabela associada a uma função. 
Em termos de abordagens gráficas dos limites de sucessões, considere-se um caso muito prático de uma 
situação que pode provocar confusões. Ao ser escolhida uma sucessão que tenda para zero e efectuado 
um pequeno deslocamento vertical, o aluno, se não dominar ou se lembrar do conceito, irá representar 
o gráfico e tirar conclusões erradas acerca do limite da mesma. Por exemplo, se se considerar a sucessão 
An = 
    
 
       , um aluno mais desprevenido poderá concluir que a sucessão tende para zero. 
Relativamente à representação gráfica de funções em calculadoras gráficas há vários aspectos 
importantes a referir.  
O primeiro diz respeito à janela de visualização do gráfico. De modo a melhor ilustrar os problemas que 
advêm de não se encontrar uma janela de visualização adequada, irão ser apresentados três casos 
representativos.  
Situação 1 – Dando continuidade ao tópico do cálculo de limites, considere-se a função:   f(x) = 
     
       
   
Como descobrir qual seu limite para valores de x a tender para    sem utilizar métodos analíticos? Ao 
ser representada, esta função não aparece na janela de visualização Standard. Muitos dos alunos não 
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percebem que têm de ajustar a janela de visualização, ou não sabem como o fazer. Não em termos 
técnicos, mas em termos de enquadrar os valores mais adequados. Nestes casos, o melhor é escolher o 
ZOOM AUTO (Casio) ou o ZOOM FIT (Texas) (figura 85) para começar a visualizar o gráfico e trabalhar a 
janela a partir desse ponto.  
 
Fig. 85 – Representação de f(x) para [-10, 10]x[-0,05; 0,33] (Zoom Fit) 
O aluno vê que a função cresce à medida que os valores de x diminuem e poderá ser tentado a afirmar 
que          
     
       
 =      e que          
     
       
  =    . Para verificar a veracidade da sua 
suposição, deve expandir a janela de forma a perceber se a função estabiliza ou continua a crescer. 
Na representação anterior não se consegue ainda visualizar o segundo ramo da função. Mas, mesmo 
com uma boa janela escolhida, devido às características da função é difícil perceber através do gráfico 
(figura 86) para que valores tende a função. Encontrar uma janela adequada não é trivial.  
 
Fig. 86 – Representação de f(x) em [-100; 200]x[-1; 5] 
A melhor opção consiste em aceder à tabela (figuras 87 e 88) e experimentar diversos valores para 
encontrar os limites pedidos:         
     
       
 =  ;          
     
       
 =  . 
                            
              Fig. 87                                       Fig. 88   
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 Situação 2 – Através de uma abordagem gráfica, qual será o valor de     
   
 x.sen(x)? 
Em janela Standard, não se consegue chegar a conclusões, mas alargando a janela, já se pode intuir que 
não existe limite para esta função. 
                                   
           Fig. 89 – Janela Standard.                   Fig. 90 – [-400; 400]x[-400; 400] 
 
Situação 3 - Limite da função  h(x) = 
 
 
   
  
 
  quando x → 0. 
Em janela Standard (figura 91) é representado um gráfico que lembra o da função i(x) = 
 
 
  e o aluno 
pode ser induzido a concluir que os limites pedidos serão    e  , respectivamente quando x → 0+ ou 
quando x → 0-, respectivamente.  
Mas, na realidade, o limite quando x → 0- é zero, o que pode ser facilmente verificado analiticamente e 
verificado usando uma janela onde se consegue já perceber que o ramo esquerdo da função volta a 
crescer até zero (figura 92). 
                                                   
      Fig. 91 – Gráfico de h(x) em Janela Standard.                                     Fig. 92 – Gráfico de h(x) em [-1; 4]x[-4; 2] 
 
Estes três exemplos ilustram a importância de se ter uma janela de visualização adequada. No entanto, a 
escolha da janela depende da previsão do resultado a obter, pelo que o contraponto com a tabela é 
essencial para se conseguir identificar o resultado correcto. Conjugar a informação presente na tabela 
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com a representação gráfica e o estudo analítico é essencial nos casos menos evidentes. É necessário ter 
bem presente que a determinação de um limite não pode somente recair na visualização do gráfico na 
calculadora ou nos valores encontrados na tabela, pois estes mostram-nos uma sequência finita de 
valores e, embora possam dar uma ideia geral, não conseguem proporcionar uma certeza matemática. 
Um segundo aspecto centra-se na representação de funções com pontos de descontinuidade no 
domínio. Considerando a função f(x) = 
    
   
 , pode ver-se que o gráfico da função  é representado por 
ambas as calculadoras como sendo uma recta (figura 93). 
A quebra de domínio não é representada nem na Janela Standard, nem utilizando o ZOOM FIT (AUTO), 
nem a janela de visualização [0,3]x[0,5] (figura 93), que é já bastante específica. Os pixéis das máquinas 
não têm finura suficiente para representar esta não existência de imagem num só ponto. Portanto, ou o 
aluno sabe que este ponto não pertence ao gráfico e consegue refinar a janela ao ponto de se ver a 
falha, ou então será provável que não a consiga encontrar. 
No entanto, se escolher a opção ZOOM INT (INTG) (figura 94), já se consegue ver que existe uma falha. 
Nesta modalidade de ZOOM, cada ponto tem de largura 1, o que faz com que os valores das 
coordenadas sejam inteiros. Assim, se a quebra de domínio for um número inteiro, consegue ver-se no 
gráfico.  
            
   Fig. 93 –  f(x) na janela de visualização [0; 3]x[0; 5]    Fig. 94 –  f(x) com ZOOM INT (INTG). 
Se não, ao se fazer o ZOOM IN, a largura do ponto vai reduzir-se a metade da do anterior, permitindo 
encontrar outras falhas. Também há a opção de especificar a largura do ponto quando se define a 
janela, mas ao se alterar o DOT, V-Window, as dimensões da janela são automaticamente alteradas 
também. No entanto, para quem não sabe o que se procura, estes caminhos não são nada intuitivos. 
Também se pode ver na tabela, mas, mais uma vez, é preciso saber onde procurar. 
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Um terceiro aspecto é ilustrado por um exemplo muito frequente: o aparecimento de linhas verticais no 
meio de dois ramos de uma função. Estas linhas podem ser interpretadas como fazendo parte da função 
ou como sendo uma recta assímptota, nenhuma das quais é uma assumpção verdadeira. 
Considere-se a função f(x)= 
   
   
 . 
Na Janela Standard a calculadora da Texas (figura 95), representa a função normalmente, mas a da Casio 
(figura 96) induz o utilizador em erro, representando uma linha vertical que passa por entre os dois 
ramos. Esta linha surge da tentativa da calculadora em unir os ‘extremos’ dos dois ramos. 
                                                                   
Fig. 95 – Representação de f(x) na Texas             Fig. 96 – Representação de f(x) na Casio 
Não são poucos os estudantes que se deixam enganar por esta representação da Casio, ficando 
convencidos que a representação gráfica inclui mesmo a linha vertical. Uma forma de ‘enganar a 
máquina’ é, no menu na Casio, escolher SETUP Draw type  Plot,. Assim, aparecem apenas os pixéis 
calculados e não a ligação que a máquina infere entre eles. 
Em quarto lugar, considerem-se as funções definidas por ramos. É possível simular a representação 
gráfica de uma função definida por ramos, mas com muitas limitações. Considere-se o exemplo da 
função       
       
     
   , (figuras 97 e 98). 
                                            
Fig. 97 – Texas      Fig. 98 – Casio   
Ambas as calculadoras, quando representam y1 para valores de x maiores ou iguais a 3, assumem y1 = 0; 
quando representam o ramo y2 para valores de x menores que 3, assumem y2 = 0. Ou seja, representam 
duas funções que, fora do intervalo especificado, tomam o valor zero.  
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Ao se calcular a imagem de 3 no menu G-Solv ou CALC, as calculadoras devolvem, para y1, o valor 0 
(zero) e para y2, o valor 3. Ou seja, em y1, como 3 já não pertence ao domínio, as calculadoras devolvem 
o valor assumido, zero. No entanto, há uma diferença entre as duas: A Casio une, por meio de uma 
linha, em cada ramo, a parte do gráfico especificada dentro do intervalo à parte y = 0 assumida fora do 
intervalo. Visualmente dá a impressão de estar a ligar os dois ramos, o que não corresponde ao que 
realmente se passa. 
Desta forma consegue visualizar-se os ramos de uma função, mas é imprescindível ter em conta o modo 
de funcionamento da calculadora para não dar azo a confusões ao assumir a linha de ligação como 
sendo parte da função.  
Outra situação vulgar ocorre aquando do cálculo da intersecção de funções através do método gráfico. 
Considerem-se as funções y1 = cos(x)   e   y2 = 1. Ao calcular o ponto de intersecção das mesmas, 
utilizando a janela [-5,5]x[-5,5], a Casio indicou o ponto de intersecção correcto (0,1), enquanto a Texas 
devolveu o ponto: (9,564E-7; 1), como mostrado na figura 99. 
 
Fig. 99 – Ponto de intersecção devolvido pela calculadora TI-84. 
Após várias tentativas com diversas janelas de visualização, chega-se à conclusão que o resultado obtido 
para x varia não só com a manipulação dos limites da janela, mas também com a escolha de outros 
pontos para o início da busca automática. A calculadora Casio efectua o início da procura da intersecção 
no menor valor de x presente no ecrã, enquanto a Texas pede, para o cálculo de intersecções, a 
especificação do valor de x a partir do qual se quer procurar a intersecção. Para isso, o utilizador pode 
‘navegar’ por cima do gráfico da função e pressionar Enter no sítio desejado em cada função, tendo em 
conta que a máquina irá procurar a intersecção para valores de x superiores ao escolhido. 
Uma forma de contornar este problema poderia ser procurar os zeros do gráfico y3 = cos(x)   1. Mas, 
mais uma vez, a Casio devolve o ponto certo (0,0), enquanto a Texas continua a devolver valores de x 
muito próximos de zero, como x = -1,067E-6, mas não o zero exacto. Os valores devolvidos de x 
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dependem sempre do intervalo escolhido para a procura e é quase impossível obter-se duas vezes o 
mesmo valor. 
Um sexto e último aspecto que se considera ser importante é o estudo de extremos relativos. 
Considere-se a função f(x) = x 3 – x 2 – 1. Ao estudar o seu ponto de máximo relativo através da 
calculadora, no menu de cálculo G-Solv na Casio, é devolvido o ponto (0,-1) enquanto que no menu de 
cálculo CALC da Texas, após o utilizador definir o intervalo para estudo, a calculadora indica o ponto de 
máximo (-1,157E-7 , -1). Este valor de x varia conforme o intervalo escolhido para a procura. Muitos 
alunos não se apercebem da potência de 10-7 e apontam o máximo como sendo (-1,157; 1). 
Em suma, verifica-se que a calculadora da Texas apresenta com mais frequência valores imprecisos, 
maior parte das vezes em virtude da margem de erro pré definida ser inferior à da Casio. 
 
3.4. O Computador 
Quando se trata de computadores, muito mais potentes e com muito maior capacidade de memória, 
seria de esperar que erros de arredondamento fossem um acontecimento raro. No entanto, ao longo 
dos próximos pontos, vem a verificar-se que tal nem sempre corresponde à verdade.  
No Ensino Básico e Secundário, o estudo de funções não é usualmente efectuado com recurso ao 
computador. Quando se pretende traçar um gráfico, é mais simples recorrer à calculadora gráfica, que 
consegue satisfazer as necessidades dos alunos, a este nível, até ao 12ºano. No entanto, há programas 
que são usados nas escolas, como o Excel ou o GeoGebra, cujas potencialidades podem ser exploradas a 
nível de representação de gráficos de funções e estudo das mesmas.  
São estes dois programas, o Microsoft Excel e o GeoGebra, que iremos abordar neste ponto. 
 
3.4.1. Folha de cálculo do Microsoft Excel 
Tendo em conta que os computadores utilizam a base 2, é conveniente procurar os maiores e menores 
valores admitidos nesta base. Por curiosidade, também se estudou a base 10. (figura 100) 
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Fig. 100 – Maior e menor valor admitido no Excel. 
 
Depois deste pequeno estudo, pode verificar-se que o maior número, em valor absoluto, admitido pelo 
programa é 21023 ≈ 9x10307 e o menor é 2-1022 ≈  2x10-308. Este programa aceita números com um máximo 
de 30 casas decimais, no entanto a sua mantissa é reduzida a 15 algarismos significativos. Com uma 
mantissa desta dimensão, o utilizador é levado a crer que os erros de arredondamento obtidos serão 
semelhantes aos da calculadora Casio, mas isso irá depender da forma como os problemas forem 
abordados.  
Dando continuidade ao estudo feito com a calculadora gráfica, ao utilizar a folha de cálculo para estudar 
o limite da sucessão Tn =    
 
 
 
 
 , verifica-se que os erros obtidos são muito superiores ao esperado 
(figura 101), obtendo-se uma aproximação para e com apenas 6 casas decimais correctas.  
 
Fig. 101 – Melhor aproximação para e: 2,71828178639580 (6 casas decimais correctas). 
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O programa devolve, a pedido, o valor de e com 15 algarismos significativos correctos mas, quando se 
pede o cálculo da expressão para as diferentes potências de 10, a aproximação obtida fica muito longe 
da desejada. A causa já foi apontada no ponto 3.1.: números com representação na base 10 podem ser 
sujeitos a arredondamento quando são representados base dois. Assim, basta escolher a base utilizada 
pela máquina, base 2, para que a aproximação conseguida seja a melhor possível (figura 102). 
 
Fig. 102 – Melhor aproximação para e:  2,71828182845905 (14 casas decimais correctas). 
Mas, devido a esta ferramenta não ser utilizada no Ensino Secundário para efectuar estudos gráficos, e 
não se querendo usar a calculadora gráfica, pode recorrer-se ao GeoGebra para estudar este limite, caso 
que irá ser abordado um pouco mais à frente neste trabalho. 
Em relação ao cálculo de derivadas, o Excel, por si só, não calcula a expressão da função derivada nem o 
valor da derivada num ponto. No entanto, são características como esta que potenciam a aprendizagem 
da matemática. O estudante, ao se deparar com esta limitação do software, é levado a desenvolver, por 
ele próprio, métodos e processos de realizar este cálculo. 
 
3.4.2. GeoGebra 
Este programa, de acesso livre e gratuito, é bastante usado no 3º ciclo do Ensino Básico. No Ensino 
Secundário, neste momento, perde lugar para a calculadora gráfica, obrigatória para a conclusão de 
estudos na disciplina de Matemática. De seguida, irão ser explorados alguns casos já estudados 
anteriormente com recurso a outras ferramentas. 
Voltando à questão dos números irracionais, fazendo a construção geométrica de   , o valor obtido 
através do GeoGebra é, por defeito, 1,41. O aluno, ao se deparar com este número, facilmente afirma 
que    = 1,41, ficando a acreditar que    é representada por uma dízima finita (figura 103). Para obter 
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um valor com mais casas decimais, as definições de número têm de ser alteradas. Para isso, o aluno 
deve aceder ao menu Opções  Arredondar. O programa permite especificar um máximo de 15 casas 
decimais ou de 15 algarismos significativos. No entanto, apesar de visualmente ser mais fácil para o 
estudante perceber que    é irracional quando a dízima correspondente é representada com mais casas 
decimais, nunca será possível obter a representação exacta de um nº irracional. 
 
Fig. 103 – Nestas duas construções para    , o valor devolvido pelo programa é 1,41. 
Retomando, agora, o estudo da função f(x) =  0,02x 3 + x2 + 7, para calcular o valor da derivada de f no 
ponto de abcissa 10, é necessário introduzir na linha de comandos Derivada[f(x)], fazendo surgir a 
função g(x), para, de seguida, calcular g(10). Aparece, nos objectos dependentes, a indicação do valor da 
derivada: b=14. 
Outra forma de se obter este valor é criar um ponto B=(10, f(10)), representar a tangente ao gráfico 
nesse ponto e pedir o cálculo do seu declive (figura 104). 
Com esta abordagem, através do Geogebra, o aluno é forçado a fazer uma construção para encontrar o 
valor pedido. Embora à primeira vista possa parecer uma desvantagem, torna-se interessante, pois 
obriga o aluno a perceber o processo de cálculo da derivada. Em comparação com a utilização da 
calculadora, onde o valor é devolvido automaticamente, esta ‘desvantagem’ pode trazer bastantes 
benefícios em termos de compreensão e aprofundamento do conceito.  
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Fig. 104 – Representação da função f e da recta tangente a f no ponto de abcissa 10.  
O valor do declive da recta: m=14. 
 
No caso da função racional do tipo f(x) = 
 
   
 , o valor da derivada no ponto de abcissa a surge como 
sendo    ou  . Ao se considerar o caso particular da função c(x) = 
 
   
, procurou-se qual o resultado 
devolvido por este programa para o cálculo da derivada de c(x) no ponto x = 2. Para isso, representou-se 
o gráfico da função derivada, f(x) =  
 
        
, e pediu-se o valor de f’(2). Na figura 105, esse valor é 
representado pela letra a e pode-se ver que o programa indica, à esquerda,     . 
 
Fig. 105 – Representação de   c(x) = 
 
   
    e da sua função derivada,    f(x) = 
 
        
 . 
A letra a representa f’(2).  O programa devolve     . 
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Obviamente não faz sentido calcular a derivada neste ponto, pois não faz parte do domínio. No entanto, 
como programa indica o valor derivada pelo cálculo do declive da recta tangente a pontos cuja abcissa 
se aproxima cada vez mais de 2, o GeoGebra assume que o declive é infinito, pois a recta tangente se 
torna quase uma recta vertical à medida que o valor da abcissa tende para 2. Claro que a recta nunca é 
vertical, mas os valores do declive são tão grandes, em valor absoluto, que é excedido o número 
máximo admitido pelo programa.   
Retornando ao estudo do limite da sucessão       
 
 
 
 
 , considerou-se a função         
 
 
 
 
  e 
a sua representação no 1º quadrante (figura 106). 
 
Fig. 106 – Representação gráfica de         
 
 
 
 
. 
Através desta representação, o estudante poderia concluir que a função é crescente e tende para um 
valor perto de 3. Mas, para não se aceitar um resultado à primeira vista, experimenta-se outras janelas 
de visualização, feito muito facilmente, pois o GeoGebra permite pegar num eixo e encolher ou esticar a 
sua escala ao mesmo tempo que se visualizam as mudanças no gráfico. Para encontrar as coordenadas 
de um ponto no gráfico, basta traçar uma recta vertical, por exemplo x=1, e marcar o ponto de 
intersecção com a função f. Seja A esse ponto. Esta recta vertical pode mover-se, arrastando com ela o 
ponto A, sendo fácil verificar que a função é crescente e deduzir que o seu limite rondará, 
aproximadamente, 2,7182… . Na figura 107, o eixo dos x contempla valores até 3 400 000. 
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Fig. 107 – Representação gráfica de         
 
 
 
 
 e do ponto A, pertencente ao gráfico de     . 
Neste caso, foi bastante mais fácil o estudar este limite recorrendo ao GeoGebra do que fazer o mesmo 
estudo na calculadora, não só pelo facto das dimensões da janela poderem ser alteradas através de 
arrastamento e serem visualizadas todas as alterações ao gráfico, mas principalmente porque ao 
arrastar a recta vertical se pode controlar simultaneamente a ordenada do ponto A, obtendo 
rapidamente a ideia do valor para que tende.  
No entanto, se se quiser testar valores muito grandes, pedindo ao programa para representar f(x) para 
valores de x até 1014, começam a surgir pequenas incongruências. O valor da ordenada de A tanto 
cresce como decresce, e, ao fazer-se um zoom em mais pormenor, surge um gráfico de uma função que, 
em vez de convergir, diverge (figura 108). Ao se pedir as coordenadas dos pontos B, C e D, de abcissas, 
respectivamente, 1010, 1011 e 1012, obtemos valores para as ordenadas que já não tendem para o valor 
desejado, 2,71828182845905. No entanto, ao se pedir as coordenadas dos pontos E, F e G, de abcissas, 
respectivamente, 220, 250 e 252 (a máxima permitida), obtém-se valores para as ordenadas que se 
aproximam de e. Aliás, para x=252, obtém-se uma casa decimal a mais para além das que figuram em 
2,71828182845905 (figura 109). 
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Fig. 108 – Gráfico de         
 
 
 
 
 para valores de x até 7x1014. 
 
Fig. 109 – Coordenadas de pontos de abcissa em base 10 (B, C e D) e de abcissa em base 2 (E, F e G).  
Na procura do maior valor de x para o qual o Geogebra consegue retornar valores verídicos, conclui-se 
que, para a base 10, a partir de x = 106, os valores das imagens começam a afastar-se dos correctos. A 
partir deste valor, já não há garantia que a função esteja bem representada e que imagens devolvidas 
sejam confiáveis. Na base 2, não se verifica qualquer tipo de problema. No entanto, para o estudante 
comum, a ideia de colocar valores para x em base 2 não é assim tão trivial. No entanto, também não é 
muito comum que, após as primeiras tentativas bem sucedidas (figura 107), o estudante tenha 
Auxiliares de cálculo no ensino da Matemática 
136 
 
curiosidade em explorar o que aconteceria para valores de x maiores do que aqueles com os quais 
trabalhou. 
Este exemplo ilustra bem a situação que já se tinha verificado acontecer no Excel: que os valores 
numéricos muito elevados, expressos em base 10 sofrem erros de arredondamento enormes, que 
podem comprometer um estudo como o efectuado para o limite da função         
 
 
 
 
.  
Depois de analisados todos estes exemplos, o que se retira de importante é a presença imprescindível 
de espírito crítico para analisar os resultados. Se não se puser em causa os valores devolvidos pelas 
máquinas, podem cometer-se erros com alguma gravidade. Fazer perceber aos nossos alunos que a 
tecnologia nem sempre é infalível é um grande passo para que possam aproveitar, ao máximo, todas as 
vantagens que estas novas ferramentas têm para nos oferecer. 
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Considerações Finais 
 
Este tema revelou-se rico em descobertas. O estudo dos auxiliares de cálculo ao longo da História 
trouxe-me agradáveis surpresas em acréscimo ao que já esperava… seguir a evolução dos métodos de 
cálculo foi uma aventura apaixonante, na qual me perdi vezes sem conta. Descobrir que, hoje em dia, se 
retoma o uso de práticas ancestrais, como o ábaco ou o Nepohualtzintzin, imprimindo-lhes um carácter 
moderno e utilizando as suas potencialidades em conjugação com os métodos de cálculo moderno, foi 
algo que me surpreendeu. Não tanto pela ideia em si, mas pela eficiência com que são usados para 
estimular as capacidades do ser humano. Ver cálculos mentais efectuados a uma velocidade 
estonteante, com a ajuda de um ábaco imaginário, é algo bastante motivador, assim como observar 
crianças a calcular somas em diversas bases, sem a menor dificuldade, através dos Blocos Base é um 
sinal que há muito para explorar ainda dentro dos métodos do antigamente. Aliás, a exploração destes 
instrumentos mais rudimentares tem muito para nos ensinar acerca dos algoritmos de cálculo que 
foram sendo utilizados ao longo dos tempos. A História ensina-nos que todos estes instrumentos 
surgiram em resposta a diversas necessidades. À medida que a história avança, os problemas a resolver 
são mais complexos. Sobem-se os degraus do conhecimento e aperfeiçoam-se os auxiliares de cálculo. 
Depois desta viagem, ao procurar nos programas curriculares do séc. XX quais os materiais 
referenciados, constatei que, no início da 1ª República apenas se referiam materiais para contagem. 
Durante os próximos 40 anos houve poucas ou nenhumas inovações nesse sentido e as recomendações 
dadas quanto à utilização desses materiais de contagem quase nunca eram seguidas. A Matemática 
apresentava-se aos alunos como um objecto acabado, que tinha de ser sabido, não estava sujeita a 
dúvidas ou aberta a questões. Os cálculos eram feitos com recurso a tabelas de valores, que eram 
trabalhados conforme o contexto da situação. Até aparecer a régua de cálculo como um objecto de uso 
regular, todos os cálculos eram efectuados recorrendo aos tradicionais algoritmos. O uso de materiais 
manipuláveis sempre foi recomendado para os níveis de ensino mais baixos, mas, na prática, não era 
usado com regularidade na maioria das escolas até à década de 80, altura em que realmente se 
começou a implementar um ensino experimental. Após recolher e comparar várias opiniões de 
especialistas em educação matemática, consegui perceber que, na procura pelo método de ensino 
perfeito, se cometeram muitos exageros. As correntes adoptadas eram levadas ao extremo, antes de 
colapsarem e darem origem a uma vertente contrária. Desde 1910, o ensino da Matemática passou por 
várias fases: memorização, concretização, abstracção, formalismo, experimentação, construção e 
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envolvimento activo do aluno. Uma aprendizagem a retirar de todo este processo é que é necessário 
resistir aos extremismos, procurar um equilíbrio, ajustar métodos às necessidades dos alunos com que 
nos deparamos. Não podemos deixar que o aparecimento de uma novidade ocupe todo o espaço da 
aula. O cálculo mental foi esquecido durante uns tempos em detrimento do uso da calculadora, mas 
retomado ao se perceber que a falta de treino no cálculo mental condiciona a aprendizagem.  
Foi importante o estudo de situações inesperadas que surgem durante o uso da calculadora e do 
computador, no sentido de despertar para as oportunidades de aprendizagem que proporcionam. Os 
percalços podem e devem ser aproveitados para despertar no aluno o espírito crítico, tão em falta nos 
dias actuais. É necessário alertar os estudantes para a falibilidade das máquinas e mostrar-lhe que, para 
retirar proveito de todas as potencialidades que as novas tecnologias têm para nos oferecer, é 
conveniente saber mais Matemática.  
Em termos pessoais, depois da elaboração deste trabalho, sinto-me mais preparada para dar resposta a 
situações que surjam no decorrer da prática lectiva, pois ao reforçar as bases e reflectir sobre práticas 
passadas, posso construir um caminho que contemple todas as partes benéficas e evite as que, 
comprovadamente, não obtêm os melhores resultados. 
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Anexo 1 -  Lista cronológica do aparecimento e evolução das calculadoras 
 
Calculadoras Mecânicas 
 1500, Da Vinci: máquina de calcular com 13 dígitos (desenho).  
 1584, Errard de Ber-le-Duc: podómetro. 
 1600, Thomas Hariot: elabora uma tabela de decomposição segundo as potências 
consecutivas de dois para os 31 primeiros números.  
 1610, John Neper: tábua de multiplicação. 
 1614, John Neper: réguas de Neper. 
 1617, John Neper: rodas de Neper. 
 1620, Edmund Gunter: régua de cálculo. 
 1621, William Oughtred: régua de cálculo. 
 1623, Wilhelm Schickard: máquina de cálculo (desenhos). 
 1642, Blaise Pascal: Máquina Aritmética de Pascal ou Pascalina - adição e subtracção com 
transporte automático. 
 1666, Samuel Perrault: adicionador. 
 1666, Samuel Morland: multiplicador. 
 1671, Gottfried Leibniz: primeira calculadora numérica com adição, subtracção, 
multiplicação e divisão.  
 1679, Leibniz: projecta a concepção de um instrumento de cálculo binário, utilizando bilhas 
móveis.  
 1720, Caze: máquina de adicionar. 
 1794, G. F. Prony: Tabelas de Prony - várias tabelas de números naturais, incluindo tabelas 
de logaritmos para números entre 1 e 200.000 com 19 casas decimais de precisão.  
 1820, Charles-Xavier Thomas de Colmar: Aritmómetro de Thomas, máquina de grande 
sucesso comercial, com uma construção baseada nos projectos de Leibniz de 1671. 
 1822, Charles Babbage: Máquina de Diferenças. Não chegou a ser implementada. Tinha 
como objectivo calcular uma série de valores numéricos e, automaticamente, imprimir os 
resultados.  
 1834, Charles Babbage: Máquina analítica. Não conseguiu concluir a sua construção. 
 1834, Charles Babbage descobre a solução de polinómios por diferenças finitas. 
 1847, Kummer: adicionador. 
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 1847, George Boole: sistema binário. 
 Meados do século XIX: teclado numérico, inventado sob a influência das máquinas de 
escrever. 
 1849, David D. Permalee: 1ª calculadora aritmética de teclas. Só adicionava números com 
um algarismo, o restante era efectuado em papel. 
 1853, Georg e Edvard Scheutz: os suecos, inspirados nos trabalhos de Babbage, construíram 
a primeira calculadora-impressora operacional da história. 
 1869, Michel Rous: engenhosa combinação de um ábaco de contas chinês e uma forma 
cilíndrica dos bastões de Neper. 
 1872, primeira adicionadora com teclas que permite a impressão do total.  
 1875, Frank S. Baldwin e Willgott T. Odhner: Calculadora Original-Odhner, Brunsviga, 
Triumphator, Marchant, Rapide, Dactyle, Britannic, Arrow, Éclair e Vaucanson, produzida 
em massa e comercializada sob estes nomes desde 1880 até meados séc. XX. 
 1879, Ramón Verea: primeira máquina de multiplicação directa: multiplicava números com 
2 algarismos. 
 1882, Tchebychef: calculadora com dispositivo de transferência das dezenas por trens 
epiciclidais. 
 1882, Frank Baldwin: primeira caixa registadora com impressão. 
 1885, Dorr E. Felt, industrial americano: uso de teclado para dados e comandos.  
 1886, Selling: calculadora mecânica. 
 1888, Léon Bollée: constrói uma máquina de multiplicações directas, bastante funcional e 
capaz de trabalhar com vários algarismos. Com esta máquina também se podiam efectuar, 
em pouco tempo, divisões e raízes quadradas. 
 1890, Herman Hollerith: O norte-americano cria um processador de dados eletromecânico 
que usava cartões perfurados para inserir dados. 
 1893, Léon Bollée: multiplicador-divisor.  
 1893, calculadora Millionaire. Permitia a multiplicação directa por qualquer dígito. 
 1896, Runge: teclado reduzido. 
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Calculadoras electromecânicas 
 
 1906, Clabor: aritmógrafo. 
 1906, Edward Selling: primeira calculadora electromecânica, adaptada da máquina de Leon 
Bollee. Montagem da máquina idealizada em 1894, nunca foi comercializada. 
 1908, Rechnitzer e Edwin Jahnz: primeira divisora directa – Madas – comercializada a partir 
de 1913.  
 1910, Jay Randolph Monroe: máquina que realiza as 4 operações de forma automática. Foi-
se aperfeiçoando, dando origem a Mercedes, novos Monroe, Madas Inteiramente 
Automática, Metal, Frieden, Barret, Marchand e Facit. 
 1913, Leonardo Quevedo: aritmómetro electromecânico baseado em interruptores 
electromagnéticos. 
 1918, Sebert : o adicionador-multiplicador.  
 1928, C. Nicoladze: máquina eléctrica de multiplicação directa (utiliza interruptores e 
comutadores).  
 Início do século XX: o aritmógrafo de Troncet , bastões de Genaille –Lucas e Máquina de 
Turing, autómato lógico programável, capaz de efectuar automaticamente cálculos de todas 
a espécie com quaisquer tipos de dados, exprimíveis através de símbolos abstractos. 
 1940: Superautomatic Sasl Iic. Máquina electromecânica, fiável, rápida e precisa. 
 1948: calculadora Curta. 
 
Calculadoras electrónicas 
De 1ª Geração 
 1942, Desch, Kniess, Mumma: calculadora experimental electrónica, Ohio, EUA. 
Comercializada 10 anos mais tarde. 
 
De 2ªGeração – mais silenciosas 
 1947 – invenção do transístor, semicondutor que permite diminuir a duração do trajecto 
percorrido pelos impulsos eléctricos num circuito e dissipar muito menos calor. 
 1954 – A empresa electrónica Texas Instruments fabrica o transístor usando silício. 
 1959, Bell Punch and Co.: calculadora Anita, fabricada empregando a técnica dos circuitos 
impressos – transístores. Do tamanho de uma mala.  
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 1961, primeiro modelo de escritório: ANITA Mk VII. 
 1961: Friden 130, calculadora de escritório. Visualização feita por luminescência, através de 
tubos electrónicos. 
 
De 3ªGeração 
 1960 – 1ª calculadora electrónica de bolso – modelo experimental, Texas Instruments. 
Aparece o microprocessador. 
 1971, primeiro modelo comercial: calculadora de 4 operações com o nome de Pocketronic, 
pela Universal Data Machine Co. 
 Em 1972: 
 A Texas Instruments comercializa a Datamath;  
 A Sinclair comercializou a calculadora de bolso Sinclair Executive. 
 Surge o primeiro modelo manual ANITA 811, com visualização através de LCD (Light 
Cristal Display) 
 A Hewlett – Packard lança a 1ª calculadora electrónica programável portátil. 
 1976, HP, máquinas portáteis universais em matéria de cálculo, pequenos computadores 
especializados na função de cálculo matemático, do tamanho de uma carteira. 
 
Listagem e comentários compilada da consulta de Ifrah (1997), Swade (1991) e de Williams(1997). 
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Anexo 2 - Lista cronológica sucinta do aparecimento e evolução do computador 
 
 80 a.C.: Mecanismo de Antykera. Instrumento usado para cálculos de navegação no 
Mediterrâneo. Considerado um computador de programa fixo, é uma máquina com um nível de 
complexidade semelhante à encontrada num diferencial de um automóvel, algo que não voltou 
a aparecer na Europa até 1575. 
 1842, Babbage: Máquina Analítica. Os algoritmos e a linguagem de programação foram 
desenvolvidos por Ada Augusta Byron, filha de Lord Byron.   
 1941, Konrad Zuse: máquinas de cálculo controladas automaticamente. Construiu o Z3, no 
Technische Hochschule (Alemanha), o primeiro computador electromecânico de propósito geral. 
 1941, equipa liderada por Alan Turing: Colossus. Criado, a partir do Ábaco, foi um computador 
cujo principal objectivo era fazer a criptoanálise de códigos ultra-secretos utilizados pelos nazis. 
 1944, IBM: surge o Mark I,  computador electromecânico. Ocupava uma sala e era maior e mais 
lento do que o Z3 de Zuze. 
 
1ª geração (1945-1955) 
A primeira geração era constituída por computadores com válvulas electrónicas. 
 1945, John von Neumann: EDVAC (Electronic Discrete Variable Computer), o primeiro 
Computador de Programa Armazenado.  
 1946, John Mauchly e Presper Eckert:  ENIAC, o primeiro computador electrónico.  
 1949, Maurice Wilkes: EDSAC (Electronic Delay Storage Automatic Calculator), baseado no 
EDVAC.   
 1951: UNIVAC. Primeiro computador comercialmente disponível. 
 
2ª geração (1956 - 1963) 
Esta geração foi originada pelo aparecimento dos transístores, em 1948, os quais substituíram as 
volumosas válvulas.  
 
 1954, Texas Instruments: transístor usando silício. 
 1956, MIT: primeiro computador que utiliza transístores. 
 1957:  linguagem de programação FORTRAN, uma das primeira linguagens de programação de 
alto nível (mais parecida com a linguagem corrente). 
 1959: linguagem COBOL. 
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3ªgeração (1964-1970) 
A 3ª Geração surgiu com a utilização dos circuitos integrados. 
 
 1964, Paul Baran: primeira rede de computadores interligada por fios. 
 1966, IBM: Ramac 305, utilizando discos de memória com capacidade de 5 megabits. 
 1968, Douglas Engelbart: sistema com rato, teclado e janelas ( windows ).  
 Março de 1968: Elliot modelo 4100, o primeiro computador instalado (para fins de investigação)  
numa universidade portuguesa, a Faculdade de Ciências da Universidade do Porto 
 
4ª geração (1971 – 1990) 
Surgem os microprocessadores. 
 
 1971, Intel: MCS-4, primeiro microcomputador pessoal com o processador 4004. 
1972 , empresa Atari: primeiro videojogo - jogo Pong. 
 1975 : linguagem Basic, primeira linguagem para microcomputadores.  
 1975, Bill Gates e Paul Allen fundam a Microsoft. 
 1976, Steve Wozniak e Steve Jobs: Micro Apple I.  
 Anos 1980 , Sinclair: ZX80 - computador doméstico. 
 1981, IBM: micro-PC 5150. 
 1982: o ZX Spectrum foi lançado, tornando-se o computador mais vendido na história da Grã-
Bretanha. 
 1985, Microsoft : sistema operacional Windows e o Word 1.0 
1989, Tim Berners-Lee : World Wide Web ( WWW)   
 1992, Microsoft: sistema operacional Windows 3.1. A nova versão do Windows incorpora 
tecnologias voltadas para a utilização de CD-Roms. 
 1993, Intel: coloca no mercado o processador Pentium. 
 1994:  navegador de internet Netscape Navigator. 
 1995, Microsoft:  Windows 95 com o navegador Internet Explorer. 
 1997, Garri Kasparov, campeão mundial de xadrez, perde um jogo com o computador Deep Blue 
da IBM. 
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 1997, Justin Fraenkel: Winamp, programa utilizado para ouvir músicas no formato MP3. 
 1998, Microsoft: Windows 98. 
 1999, Intel:  processador Pentium III. 
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Anexo 3  - Questionário  
 
Faixa etária: dos 85 aos 88 anos 
Número de indivíduos inquiridos: 10. 
Locais:  
 Tavira, Distrito de Faro 
 Póvoa de Sto. Adrião, Odivelas, Distrito de Lisboa 
 Sertã, Distrito de Castelo Branco 
 Carrazeda de Ansiães, Distrito de Bragança 
Questões colocadas: 
1 – Para aprender a contar, utilizou alguns materiais? (Tais como pedrinhas ou feijões ou outro similar?) 
2 – Para ensinar a tabuada, como procedia a professora? Utilizava algum material para ajudar? 
3 – Para efectuar operações de adição e subtracção, utilizou alguns materiais? (Tais como pedrinhas ou 
feijões ou outro similar?) 
4 – Como fazia as operações de multiplicação e divisão? Podia usar algum auxiliar (dedos, pedrinhas)? 
5 – Costumava resolver problemas? 
 
Todas as respostas foram unânimes. 
1 – Não. 
2 – A professora mandava decorar e repetia-se nas aulas. Não se usava qualquer tipo de material. 
3 – Não. 
4 – Usava-se as regras que a professora ensinava. Usar os dedos, só se fosse debaixo da mesa. Não havia 
nenhum tipo de material a ser utilizado. 
5 – Sim, sempre. 
(Nota: o que entendiam como ‘problemas’ não era mais que repetitivas resoluções de exercícios 
semelhantes.) 
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Anexo 4 - Materiais Manipuláveis 
 
Dons de Fröebel 
 
O alemão Friedrich Froebel (1782- 1852) foi o 
fundador dos jardins-de-infância, tendo 
aberto o primeiro em 1837, onde as crianças 
eram consideradas como plantinhas de um 
jardim, do qual o professor era o jardineiro. 
Daí o termo Kindergarten.   
O objectivo das actividades nos jardins-de-
infância era possibilitar brincadeiras criativas. 
As actividades e o material escolar eram 
escolhidos de antemão, de modo a oferecer o máximo proveito educativo da actividade lúdica. Para 
isso, Fröebel desenhou círculos, esferas, cubos e outros objectos que tinham por objectivo estimular a 
aprendizagem. Feitos de material macio e manipulável, geralmente com partes desmontáveis, eram 
parte integrante das brincadeiras, acompanhadas de músicas, versos e dança. Os objectos criados por 
Fröebel denominavam-se “dons” ou “presentes” e havia regras de utilização que precisavam ser 
dominadas para garantir o aproveitamento pedagógico. As brincadeiras previstas por Fröebel eram, 
quase sempre, ao ar livre para que a turma interagisse com o meio ambiente. Paralelamente, Fröebel 
também aplicou suas teorias ao ensino escolar, pondo em prática as suas ideias na escola privada que 
havia criado perto de Weimar, o Instituto de Educação Alemão de Keilhau, próximo a Rudolstadt. A sua 
pedagogia para o jardim de infância suscita ainda hoje discussões apaixonadas, sobretudo no Reino 
Unido e no Japão. Os materiais de jogo, “dons” e “jogos” popularizaram-se em todo o mundo no século 
XIX e, com o material pedagógico de Montessori, constituem o programa mais eficaz e mais exaustivo de 
estímulo pelo jogo para crianças de 3 a 6 anos de idade 
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Material Cuisenaire - 1953 
 
 
Este material foi criado por um professor do 1.º Ciclo, o belga Georges Cuisenaire, tendo sido divulgado 
em 1953 à escala mundial por Cuisenaire e Caleb Gattegno, professor universitário londrino considerado 
o mestre do material cuisenaire. Baseia-se num sistema de relação entre cores e comprimentos, sendo 
composto por um conjunto de 241 barras de madeira coloridas, cujo comprimento varia de um a dez 
centímetros. A cada comprimento está associada uma cor e um valor. Existem:  
 
 100 Barras brancas - valor 1;  
 50 Barras vermelhas - valor 2;  
 36 Barras verde-claras - valor 3;  
 28 Barras rosa - valor 4;  
 20 Barras amarelas - valor 5 ;  
 16 Barras verde-escuras - valor 6;  
 14 Barras pretas - valor 7;  
 12 Barras castanhas - valor 8;  
 12 Barras azuis - valor 9; 
 10 Barras laranja - valor 10. 
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Cubos – Barras de Cor de Nabais – 1967 
 
Este material foi adaptado pelo padre Nabais, dando origem aos Cubos – Barras de cor de Nabais.  
A primeira edição do material Cubos – Barras de Cor, pela Éduca Material Didáctico, ocorre em 1967. 
Este material consiste numa adaptação do material Cuisenaire à Matemática Moderna. 
 
  
Imagem de  : http://www.leiloes.net/EDUCA---CUBOS-BARRAS-DE-COR---MATEMATICA---MUITO-
RARO,name,178390950,auction_id,auction_details 
 
Relativamente ao material de Cuisenaire , este apresenta: 
  - maior maleabilidade 
  - mais rica polivalência 
  - mais fácil manipulação e acomodação 
  - mais acessibilidade a nível de preço em confronto com seus congéneres estrangeiros 
(Candeias, 2007 citando Nabais) 
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Calculador multibásico de Nabais - 1966 
 
(Imagem retirada de Candeias (2007)) 
 
Este material é constituído por três placas, com cinco orifícios cada uma, e 50 elementos em seis cores 
diferentes: 10 amarelos, 13 verdes, 13 encarnados, 10 azuis, 2 cor-de-rosa e 2 cor de lilás. Estes 
elementos coloridos encaixam uns nos outros bem como nos orifícios das placas. 
 
Podem ser abordados muitos capítulos da aritmética para além da contagem e das operações básicas. 
Com o Calculador Multibásico, podemos trabalhar as fracções e famílias de fracções, processo 
operatório das quatro operações, razões e proporções, progressões, permutações, teoria dos conjuntos 
e operações com números positivos e negativos, entre outros. 
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Blocos lógicos de Dienes 
 
( Imagem retirada de pititi.com) 
Este conjunto é composto por 48 peças de madeira, plástico ou cartolina com diferentes tamanhos, 
espessuras e cores, classificadas pelos seguintes atributos: 
 Cor 
 Tamanho 
 Forma 
 Espessura 
Fazem parte dos blocos lógicos as seguintes figuras geométricas: 
 O triângulo 
 O quadrado 
 O rectângulo 
 O círculo 
Para cada figura geométrica existem 4 atributos e para cada um dos atributos existe um código, da cor, 
da forma, da espessura e do tamanho. 
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Material Dourado de Maria Montessori 
Inicialmente conhecido como 
"Material das Contas Douradas”, o 
Material Dourado é um dos muitos 
materiais idealizados por uma das 
representantes do movimento da 
Escola Nova em Portugal, a médica e 
educadora italiana Maria Montessori, para o trabalho com matemática. Embora tenha sido elaborado 
especialmente para o trabalho com aritmética, sua idealização seguiu a sua linha pedagógica, baseada 
na educação sensorial, procurando:  
 desenvolver na criança a independência, confiança em si mesma, a concentração, a 
coordenação e a ordem;  
 gerar e desenvolver experiências concretas estruturadas para conduzir, gradualmente, a 
abstracções cada vez maiores;  
 fazer a criança, por ela mesma, perceber os possíveis erros que comete ao realizar uma 
determinada acção com o material;  
 trabalhar com os sentidos da criança.  
Segundo esta educadora, “crianças de quatro anos de idade (…) foram compondo números até 1000. O 
desenvolvimento ulterior foi maravilhoso, a tal ponto que houve crianças de cinco anos que fizeram as 
quatro operações com números de milhares de unidades". Embora este material permitisse que as 
próprias crianças formassem as dezenas e centenas, a 
imprecisão das medidas das contas constituía um problema 
na realização de actividades com números decimais ou raiz 
quadrada, entre outras aplicações. Por esta razão, Lubienska 
de Lenval, seguidor de Montessori, fez uma modificação no 
material inicial e construiu uma versão em madeira, 
ilustrada nas figuras abaixo, a forma que assume 
actualmente.  
(Imagem retiradas de http://www.pedagogia.com.br/artigos/materialdourado/) 
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Material Multibásico de Dienes 
 
Material Multibásico de Dienes, 1960-1965. Conjunto de Blocos de Madeira para usar como auxiliar de 
cálculo nas bases 2, 3, 4, 5 e 10. 
Este conjunto é composto por vários cubos, placas e barras de madeira. Existem: 
 Cubos de uma unidade; 
 Cubos de 2 x 2 x 2, placas 2 x 2 e barras de comprimento 2; 
 Cubos de 3 x 3 x 3, placas  3 x 3  e barras de comprimento 3; 
 Cubos de 4 x 4 x 4, placas 4 x 4 e barras de comprimento 4; 
 Cubos de 5 x 5 x 5, placas 5 x 5 e barras de comprimento 5; 
 Cubos de 10 x 10 x 10, placas 10 x 10 e barras de comprimento 10; 
Hoje em dia este material é comummente conhecido por Material Multibásico ou simplesmente por 
MAB  (Multi-base Arithmetic  Blocks.) 
O MAB – base 10 
Os MAB de base 10 são encontrados em muitas escolas de 1ºciclo e são normalmente usados na 
representar e operar com números inteiros, por exemplo, para melhor compreender a leitura dos 
números, por ordens, por algarismos e por extenso, até e a partir do cem. Já para representar decimais, 
primeiro os alunos têm de se aperceber que os blocos nem sempre têm o mesmo valor. Por exemplo, o 
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cubo maior pode representar 1 em vez de 1000. O professor deve ter especial atenção em relacionar o 
movimento dos blocos com as operações com os números, pois pode confundir algumas crianças. 
Existe uma versão interactiva em : http://nlvm.usu.edu/en/nav/frames_asid_152_g_1_t_1.html com o 
nome de Blocos Multibásicos - Base Blocks . O Base Blocks é uma aplicação interactiva que pode ser útil 
para o desenvolvimento de imagens mentais sobre os números e valores de posição (em várias bases 
numéricas e com números inteiros e decimais). Possui três versões que ajudam a ampliar a 
compreensão dos algoritmos da adição (com números inteiros 
e decimais) e da subtracção. Podendo considerar-se uma 
versão virtual do MAB, parece ser um óptimo instrumento 
para complementar e sistematizar o trabalho realizado com 
outros recursos e materiais manipuláveis (nomeadamente o 
próprio MAB). Alguns exemplos práticos podem ser 
encontrados no Cap.III. 
                MAB – Base 10 
LAB  - Linear Arithmetic Blocks 
 LAB 
  Imagem retirada de 
http://extranet.edfac.unimelb.edu.au/DSME/decimals/SLIMversion/teaching/models/lab.shtml 
Neste modelo, os números são representados pelo comprimento das peças de um tubo de plástico. A 
mais longa representa a unidade e tem pouco mais de um metro de comprimento. A partir daqui, pede-
se aos alunos que a cortem em tantos pedaços quanto o desejado e assim, explorar as fracções. 
 Pesquisa indica que o LAB é mais adequado ao estudo das fracções do que o MAB, pois o LAB trabalha 
com comprimento, enquanto o MAB trabalha com volume – e muitos estudantes têm dificuldade em 
compreender este conceito. 
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Anexo 5 - Excertos do NPMEB (2010) contendo as principais recomendações no 
que concerne ao uso de auxiliares de cálculo no ensino da Matemática. 
 
1ºciclo 
Recursos: Números e Operações.  
 Os materiais manipuláveis (estruturados e não estruturados) devem ser utilizados nas situações 
de aprendizagem em que o seu uso seja facilitador da compreensão dos conceitos e das ideias 
matemáticas. No entanto, a simples utilização dos materiais não é suficiente para o 
desenvolvimento dos conceitos, sendo indispensável registar o trabalho feito e reflectir sobre 
ele. 
 A utilização da calculadora neste tema pode auxiliar, nomeadamente na exploração de 
regularidades numéricas, em tarefas de investigação e na resolução de problemas, ou seja, em 
situações em que o objectivo não é o desenvolvimento da capacidade de cálculo mas sim outras 
aprendizagens matemáticas que a tarefa envolve.  
 Note-se que a calculadora não deve ser utilizada, pelos alunos, para a execução de cálculos 
imediatos ou que se efectuam facilmente usando estratégias de cálculo mental. 
Recursos: Geometria e Medida. 
 O computador possibilita explorações que podem enriquecer as aprendizagens realizadas no 
âmbito deste tema, nomeadamente através de applets – pequenos programas ou aplicações 
disponíveis na Internet – e permitir a realização de jogos e outras actividades de natureza 
interactiva. 
2ºciclo 
Recursos : Números e Operações.  
 A calculadora e o computador (por exemplo, através da folha de cálculo e applets) permitem 
experiências com números e regularidades numéricas e o trabalho com situações reais que sem 
estes recursos seriam difíceis de realizar.  
 A calculadora pode ainda ser útil por possibilitar a elaboração e análise de estratégias de cálculo 
mental que auxiliam no desenvolvimento do sentido de número, na consolidação do significado 
das operações e no reconhecimento e aplicação das suas propriedades. É também um recurso 
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que auxilia na validação dos procedimentos utilizados e no desenvolvimento da capacidade do 
aluno de estimar resultados. 
Tarefas e recursos: Geometria 
 Os programas computacionais de Geometria Dinâmica e os applets favorecem igualmente a 
compreensão dos conceitos e relações geométricas, pelo que devem ser também utilizados. 
Recursos: Álgebra.  
 A folha de cálculo é um recurso tecnológico importante no desenvolvimento do pensamento 
algébrico uma vez que permite realizar com rapidez experiências com números e pôr em 
evidência relações numéricas.  
 De igual modo, a calculadora possibilita a realização deste tipo de trabalho com os números, 
permitindo efectuar longas cadeias de cálculos, deixando os alunos com mais disponibilidade 
para a procura de relações e a sua representação simbólica. 
Tarefas e recursos: Organização e Tratamento de Dados.  
 O estudo deste tema deve assumir uma natureza investigativa, (…) levando os alunos a 
estabelecer relações e conjecturas que podem ser o ponto de partida para novas investigações. 
 A tecnologia assume uma grande importância no tratamento de dados. A calculadora e o 
computador são instrumentos fundamentais no trabalho a realizar neste tema, uma vez que 
permitem que os alunos se concentrem na escolha e justificação dos métodos a usar, na análise 
de dados e na interpretação de resultados, libertando-os de cálculos demorados. O computador, 
com a folha de cálculo, oferece aos alunos amplas possibilidades de organizar e representar 
dados em tabelas e gráficos. Por outro lado, através da Internet, os alunos podem aceder 
rapidamente a bases de dados e a informação estatística. 
3ºciclo 
Tarefas e recursos: Números e Operações.  
 As tarefas propostas aos alunos devem incluir, de forma equilibrada, a resolução de problemas e 
a exploração e investigação de situações numéricas, bem como exercícios destinados a 
consolidar aspectos rotineiros da aprendizagem dos números e operações (por exemplo, o 
cálculo do valor de expressões numéricas).  
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 A realização destas tarefas também deve permitir aos alunos o desenvolvimento da sua 
capacidade de cálculo numérico (mental, escrito e usando a calculadora)… 
 Na resolução de problemas numéricos, como nas tarefas de exploração e investigação, é 
importante que os alunos tenham um tempo apropriado para realizar experiências, elaborar 
estratégias, formular conjecturas, descrever processos e justificá-los com progressivo rigor. A 
utilização adequada da calculadora permite ao aluno concentrar-se nos aspectos estratégicos do 
pensamento matemático ao resolver problemas e investigar regularidades numéricas. 
Tarefas e recursos : Geometria.  
 Os alunos devem recorrer a software de Geometria Dinâmica, sobretudo na realização de 
tarefas exploratórias e de investigação – os programas calcula áreas, perímetros, amplitudes. 
Tarefas e recursos: Álgebra.  
 As tarefas a propor aos alunos devem privilegiar a resolução de problemas e a modelação de 
situações, usando conceitos e procedimentos algébricos de complexidade crescente, sem perder 
de vista a consolidação dos procedimentos algébricos de rotina. O computador (por exemplo, 
com a folha de cálculo) é um bom recurso para apoiar os alunos no estabelecimento de relações 
entre a linguagem algébrica e os métodos gráficos, na realização de tarefas de exploração e 
investigação e na resolução de problemas. Estabelecer conexões com a Geometria e os 
Números e Operações contribui para evitar a abordagem à Álgebra apenas como um conjunto 
de regras e procedimentos a memorizar. 
Tarefas e recursos: Organização e Tratamento de Dados.  
 Os alunos devem usar recursos tecnológicos – por exemplo, calculadora gráfica ou folha de 
cálculo – para representar, tratar e apresentar a informação recolhida. 
Capacidades Transversais 
Resolução de Problemas. 
 A utilização adequada de recursos tecnológicos como apoio à resolução de problemas e à 
realização de actividades de investigação permite que os alunos se concentrem nos aspectos 
estratégicos do pensamento matemático. 
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Anexo 6 - Excertos dos programas de Mat (A e B) do Ensino secundário (2001, 
2002) no que concerne ao uso de tecnologias 
 
Matemática A 
Recursos 
Todas as Escolas Secundárias devem dotar-se quanto antes de Laboratórios de Matemática. 
Materiais (entre outros) 
• meios audiovisuais (retroprojector, acetatos e canetas, diapositivos, vídeo, ...); 
• Calculadoras gráficas com possibilidade de utilização de programas; 
• Computadores; 
• Sensores de recolha de dados quer para as calculadoras gráficas quer para os computadores. 
É considerado indispensável o uso de: 
• calculadoras gráficas (para trabalho regular na sala de aula ou para demonstrações com todos os 
estudantes, usando uma calculadora com “view-screen”); 
• uma sala de computadores com “software” adequado para trabalho tão regular quanto possível; 
• um computador ligado a um “data-show” ou projector de vídeo (para demonstrações, simulações ou 
trabalho na sala de aula com todos os estudantes ao mesmo tempo). 
Tecnologia 
(…) em particular, recomenda-se a utilização de sensores de recolha de dados acoplados a calculadoras 
gráficas ou computadores (…) Não se trata aqui de substituir o cálculo de papel e lápis pelo cálculo com 
apoio da tecnologia, mas sim combinar adequadamente os diferentes processos de cálculo, sem 
esquecer o cálculo mental.  
 
Uso de calculadoras gráficas 
As calculadoras gráficas (que são também calculadoras científicas completíssimas), ferramentas que 
cada vez mais se utilizarão correntemente, devem ser entendidas não só como instrumentos de cálculo 
mas também como meios incentivadores do espírito de pesquisa. O seu uso é obrigatório neste 
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programa. Tendo em conta a investigação e as experiências realizadas até hoje, há vantagens em que se 
explorem com a calculadora gráfica os seguintes tipos de actividade matemática: 
 abordagem numérica de problemas; 
 uso de manipulações algébricas para resolver equações e inequações e posterior confirmação 
usando métodos gráficos; 
 uso de métodos gráficos para resolver equações e inequações e posterior confirmação usando 
métodos algébricos; 
 modelação, simulação e resolução de situações problemáticas; 
 uso de cenários visuais gerados pela calculadora para ilustrar conceitos matemáticos; 
 uso de métodos visuais para resolver equações e inequações que não podem ser resolvidas, ou 
cuja resolução é impraticável, com métodos algébricos; 
 antevisão de conceitos do cálculo diferencial; 
 
Uso de computadores 
(… ) devendo a sua utilização considerar-se obrigatória neste programa.  
O número de programas disponíveis no mercado português aumenta constantemente. (…) Os 
estudantes devem ter oportunidade de trabalhar directamente com um computador, com a frequência 
possível de acordo com o material disponível. Nesse sentido as escolas são incentivadas a equipar-se 
com o material necessário para que tal tipo de trabalhos se possa realizar com a regularidade que o 
professor julgar aconselhável. 
Uso da internet 
Estando todas as Escolas Secundárias ligadas à Internet o professor não deve deixar de tirar todo o 
partido deste novo meio de comunicação. Deve ser explorada a utilização da Internet como forma de 
criação de uma boa imagem da Matemática. A participação em projectos internacionais é uma dessas 
formas.  
Matemática B 
O programa de Matemática B, em termos de recomendações a nível tecnológico, não difere muito do da 
Matemática A. Apenas adopta um carácter mais prático. 
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Pelas suas especificidades, a calculadora gráfica e o computador completarão os meios à disposição dos 
professores e estudantes para executar os diferentes aspectos de uma verdadeira actividade 
Matemática. Com efeito permitem: 
(…) 
– explorar situações fazendo aparecer de forma dinâmica diferentes configurações; 
– proceder de forma rápida à verificação de certos resultados. 
(…)  
[Os alunos] recorrendo à calculadora ou ao computador, podem determinar a média e o desvio-padrão 
de uma distribuição. 
 (…) 
A competência Matemática a desenvolver no domínio dos diferentes temas inclui as seguintes 
vertentes: 
– a aptidão para reconhecer e analisar propriedades de figuras geométricas, nomeadamente recorrendo 
a materiais manipuláveis, a computadores e a calculadoras gráficas; 
– a aptidão para utilizar a visualização, a representação e o raciocínio (espacial ou outro) na análise e 
tratamento de situações problemáticas e na resolução de problemas; 
– o gosto por experimentar, fazer e investigar Matemática nas simulações ou situações simuladas, 
recorrendo à modelação com uso da calculadora, de sensores, de software adequado aos computadores 
e de modelos matemáticos; 
 
 
 
 
 
 
 
